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这个译本第一次问世是在1981年，在经历了 1/4个世纪后再次 
与我国读者见面，是很有意义的 • 

第一次与读者见面时，正是改革开放初期，大家对获取新的数 
学知识有着极高的热情.而现在再次呈献给读者时，人们关注的仍 
然是如何使我国的数学教育与研究工作更好地跟上世界数学科学发 
展的 步伐. 从不少读过或教过此书的读者的反映看来，这本书仍是 
有益的.正如原书序言说的，本书内容是初等的，但是探讨的方法 
都是现 代的. 它与我们常见的经典的微积分教材比较，具有明显的 
特色“现代的和经典的处理方式按照完全不同的思路进行.其间有 
许多交汇点，最终汇合在最后一节•”读了这本书后，后续的读物 
是什么？也如原书序言 所说： “至少有一半主要的数学分支都可以很 
有根据地推荐为本书内容的合理的继续”.由此可以看到这本书所 
介绍的内容，特别是处理方法对读者在数学上的发展有着非常重要 
的价值. 

那么，读这本书是不是很难？这要看读者的 要求. 本书篇幅少， 
内容简洁，陈述也不艰深.如果只是粗略读一次，至少能学会现代 
数学的某些概念，用语和 方法. 但是真正的问题在于，现代 的与经 
典的数学比较，在思路、风格上都大有不同.要想学到一些现代数， 
学的思想与方法，进而能运用自如，当然不是易事.所以原书作者 
希望读者“鼓起勇气彻底学好第4章，确信花的工夫是值得的”. 
数学界有一句“格 言”： 数学不是看懂的，而是算懂的.意思是想要 
真正掌握数学，惟一的办法就是拿起笔来自己算上 一算. 所以原书 
序言说“习题是本书最重要的部分”.当本书责任编辑建议为新的 
本子作一个习题解答时，我们开始还有一些犹豫.因为不少同志都 
说，一本好书如果把习题都解答出来了，也就至少会降低一半价值. 
但是当我们仔细看了一下习题后，就发现，这里几乎没有作样划葫 
芦般的模仿性操作，也几乎没有什么技巧性的“难题”.书中的习 
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题主要是帮助读者领略或多少掌握一些现代数挙的风格和表逑古法. 
这就不应该是只靠大学生自己单枪匹马地探索解题方法.所以我们 
仍然选了一些有代表性的题目，阐述了我们自己的 想法. 但是这些 
题目也没有完全做到底，读者自己仍然要下苦工夫，甚至査阅一些 
参考书.可以说，本书的“附录”只是一个习题课的参考材料•书 
中仍有不少习题应该在参考书中去找解答.也因此，第5章后一部 
分习题就完全没有作提示了，因为那样会占用太多篇幅 • 同时原作 
者似乎也只是把重点放在前四章和第5章前一半 • 

不论如何，这个附录必有许多 缺点： 可能对习题理解有误，可 
能解法有误.至于有些题目做得“不好”是必然的，希望读者不吝 
赐教.但是如果这些提示对读者有所启发而引发动手解题的欲望， 
也就完全达到了目的. 

原书提到了少量参考书，不仅如原书作者说的可能不完备，甚 
至对求解习题也不会是立竿见影的.我们也不打算再多列一些•至 
少，所有关于微分流形、微分拓扑的书，大部分是可以 用的. 但想 
要达到上面讲的目的，再读一本篇幅大一点的书似乎是不可少的. 
但译者想请大家注意原作者的一本大部头书（五卷 集）： 

M . Spivak . A Comprehensive Introduction to Differential Geometry . 
Publish or Perish , Inc . Berkeley , 1979. 

这是一本几何名著，第一卷则是讲微分流 形的. 读者如果有可 
能下一点功夫至少读上前几章，必会大有收获一但也不一定能找 
到这里的习题的详细解答. 

不少同志用过本书作为教材.浙江大学干丹岩教授把自己教学 
中发现的原书的错误特别详细告知，在修订译本时大都作了修正. 
武汉大学杜乃林教授在编写习题解答时给了我们极大的帮助.在此 
表示诚挚的谢意.这次出版译者自己也改正了一些错误.我们诚恳 
地欢迎读者继续提出批评意见. 

译者 

• 2005年国庆节 
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“高等微积分”中有一些部分，由于其概念和方法比较复杂，所 
以在初等水平上难以严格 处理. 本书就是专门讲述这些部分的•这 
里采用的探讨方法是深奥数学中初等形式的现代方法.作为正式要 
求的预备知识只需要一学期的线性代数知识、对集合论的记号略有 
所知、以及一门内容得体的大学一年级微积分课[其中至少应提到 
实数集合的上确界 (sup) 与下确界 （ inf )]. 除此之外，对抽象数 
学一定程度的熟悉（哪怕是潜在的）则几#是不可缺少的 • 

本书前半部的内容是高等微积分中的简单部分，它把初等微积 
分中的一些内容推广到 高维. 第 1 章是预备知识，第 2 章、第 3 章 
讨论微分和 积分. 

.本书其余部分用于研究曲线、曲面和更高维的类似物.这里， 
现代的和经典的处理方式按照完全不相同的思路进行.其间有许多 
交汇点，最终汇合在最后 一节. 本书封面上复印的那个很经典的方 
程也就是本书最后的一个定理.这个定理（斯托克斯定理）具有奇 
妙的历史，它已经历过惊人的变化. 

这个定理的第一个提法出现在威廉 • 汤姆森爵士 （Sir William 
Thomson) [即后来的开尔文勋爵 （Lord Kelvin) ] 1850 年 7 月 2 日致 
斯托克斯的信末附 笔中. 它公开出现则是在 1854 年，作为当 年史密 
斯奖竞赛的第8题.这个竞赛由斯托克斯教授主持，每年由剑桥大 
学最好的数学学生参加.到他去世 之时， 这个结果就广为人知了. 
人们将其命名为斯托克斯定理.他的同时代人至少对此给出过三个 
证明： 汤姆森发表了第一个，另一个见于汤姆森和泰特所著《论自 
然哲学》 （Thomson and Tait, Treatise on Natural Philosophy ), 麦克斯 

韦 （ Maxwell) 在《电磁论》 （ami Magn 以 5m) [13] 中又给出 
了一个 证明. 此后，斯托克斯的名字被用于广泛得多的结果，在数 
学的某些领域的发展中显然如此重要，以致斯托克斯定理可以看作 
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研究“推广”方法价值的一个例证. 

本书中斯托克斯定理有三种形式.斯托克斯本人得到的形式在 
最后一节，还有和它不可分离的伴随定理——格林 （ Green ) 定理和 
散度定理，这三个定理，也就是本书副标题里讲的经典定理，很容 
易从一个现代的斯托克斯定理推导出来，后者出现在第5章靠前部 
分.经典定理关于曲线和曲面所讲的内容就是这个现代的斯托克斯 
定理对它们的高维类似物（流形）所谈的内容.第5章第1节彻底 
地研究了 流形. 研究流形的理由只能从它在现代数学中的重要性来 
说明，其实研究它并不比仅仅详细研究曲线曲面更花力气. 

读者可能会以为现代斯托克斯定理至少和可以由它导出的经典 
定理一 样难. 其实不然，它只不过是斯托克斯定理的另外一种讲法 
很简单的 推论. 这个很抽象的讲法是第4章最后的也是主要的结果. 
完全有理由设想，迄今回避了的难点必然隐藏在这里.然而这个定 
理的证明，在数学家看来，却是自明的——只是直接的计算而已. 
但另一方面，如果没有第4章一大堆艰难的定义，这个自明的陈述 
都无法 理解. 这里有一些好的理由说明为什么定理如此容易而定义 
却很难.斯托克斯定理的发展提示了，一个简单的原理可以化装成 
好几个艰深的结果.许多定理的证明只不过是撕掉这层伪装罢了， 
另一方面，定义却提供了双重 目的： 它们既以严格的概念代替模糊 
的概念，又是非常好的证明 工具. 第4章前两节确切地定义了经典 
数学中所谓“微分表达式” / Ma ; + Qdy + 或 Pdxdy + QAyAz + 
是什么，并且证明了它们的运算规则_第3节定义的链，以及 
单位分解（在第3章里已介绍），使我们不必在证明中把流形切成小 
块.它们把有关流形的问题化成关于欧几里得空间的问题.在流形 
里每一件东西看来都很难，而在欧几里得空间里，每一件东西却都 
很容易. 

把一个主题的深奥之处集中到定义上去，无可否认是很经济的， 
但这必定会对读者造成一些 困难. 我希望读者鼓起勇气彻底学好第4 
章，确信花的工夫是值 得的： 最后一节的经典定理只是第4章的应 
用中少量的几个，而绝不是最重要的应用.许多其他的应用放在习 
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题里，读者查一下参考文献还可以找到进一步的 发展. 

关于习题和参考文献还要讲几句，本书每节末都有习题，并且 
(和定理一样）按章 编号. 加了星号的问题表明正文要用到其结果， 
但是这种谨慎应当是不必要的——习题是本书最重要的部分，读者 
至少应该对所有题目都试一试.参考文献必然编得或者很不完备或 
者繁冗不堪，因为至少有一半主要的数学分支都可以很有根据地推 
荐 为本书内容的合理的继续.我试图把它编得虽不完备但却很诱人. 

我借重印这本书的机会改正热情的读者们向我指出的许多印刷 
和原稿中的小错误.此外，定理 3-11 以后的材料已完全修订和改正 
过了.另一些重要的改变，如果放进正文中，势必作过大的改动， 
所以放在书末的补遗里. 

Michael Spivak 

* 1968年3月于马萨诸塞州沃尔瑟姆市 



Preface 


This little book is especially concerned with those portions of 
“advanced calculus” in which the subtlety of the concept* and 
methods makes rigor difficult to attain at an elementary level. 
The approach taken here uses elementary versions of modem 
methods found in sophisticated mathematics. The formal 
prerequisites include only a term of linear algebra, a nodding 
acquaintance with the notation of set theory, and a respectable 
fint-year calculus course (one which at least mentions the 
least upper bound (sup) and greatest lower bound (inf) of a 
set of real numbers). Beyond this a certain (perhaps latent) 
rapport with abstract mathematics will be found almost 
essential. 

The first half of the book covers that simple part of ad¬ 
vanced calculus which generalizes elementary calculus to 
higher dimensions. Chapter 1 contains preliminaries, and 
Chapters 2 and 3 treat differentiation and integration. 

The remainder of the book is devoted to the study of curves, 
surfaces, and higher-dimensional analogues. Here the modem 
and classical treatments pursue quite different routes; there are, 
of course, many points of contact, and a significant encounter 

i 
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occurs in the last section. The very classical equation repro¬ 
duced on the cover appears also as the last theorem of the 
book. This theorem (Stokes 1 Theorem) has had a curious 
history and has undergone a striking metamorphosis. 

The first statement of the Theorem appears as a postscript 
to a letter, dated July 2, 1850, from Sir William Thomson 
(Lord Kelvin) to Stokes. It appeared publicly as question 8 
on the Smith’s Prize Examination for 1854. This competitive 
examination, which was taken annually by the best mathe- 
matics students at Cambridge University, was set from 1849 to 
1882 by Professor Stokes; by the time of his death the result 
was known universally as Stokes 1 Theorem. At least three 
proofs were given by his contemporaries: Thomfion published 
one, another appeared in Thomson and Tait’s Treatise on 
Natural Philosophy ，and Maxwell provided another in Elec¬ 
tricity and Magnetism [13】，Since this time the name of 
Stokes has been applied to much more general results, which 
have figured so prominently in the development of certain 
parts of mathematics that Stokes, Theorem may be con¬ 
sidered a case study in the value of generalization. 

In this book there are three forms of Stokes’ Theorem. 
The version known to Stokes appears in the last section, along 
with its inseparable companions, Greeks Theorem and the 
Divergence Theorem. These three theorems, the classical 
theorems of the subtitle, are derived quite easily from a 
modern Stokes’ Theorem which appears earlier in Chapter 5. 
What the classical theorems state for curves and surfaces, this 
theorem states for the higher-dimensional analogues (mani¬ 
folds) which are studied thoroughly in the first part of Chapter 
5. This study of manifolds, which could be justified solely on 
the basis of their importance in modem mathematics, actually 
involves no more effort than a careful study of curves and sur¬ 
faces alone would require. 

The reader probably suspects that the modern Stokes’ 
Theorem is at least as difficult as the classical theorems 
derived from it. On the contrary, it is a very simple con¬ 
sequence of yet another version of Stokes* Theorem; this very 
abstract version is the final and main result of Chapter 4. 



s 


Preface 

It is entirely reasonable to suppose that the difficulties bo far 
avoided must be hidden here. Yet the proof of this theorem 
is, in the mathematician’s sense, an utter triviality — ft straight¬ 
forward computation. On the other hand，even the statement 
of this triviality cannot be understood without a horde of 
difficult definitions from Chapter 4. There are good reasons 
why the theorems should all be easy and the definitions hard. 
As the evolution of Stokes’ Theorem revealed, a single simple 
principle, can masquerade as several difficult results; the proofs 
of many theorems involve merely stripping, away the disguise. 
The definitions, on the other hand, serve a twofold purpose: 
they are rigorous replacements for vague notions, and 
machinery for elegant proofs. The first two sections of 
Chapter 4 define precisely, and prove the rules for manipulat¬ 
ing, what are classically described as “expressions of the form” 
Pdx + Qdy + Rdz f orPdzdy + Qdydz + Rdzdx. Chains, 
defined in the third section, and partitions of unity (already 
introduced in Chapter 3) free our proofs from the necessity of 
chopping manifolds up into small pieces; they reduce questions 
about manifolds, where everything seems hard, to questions 
about Euclidean space, where everything is easy. 

Concentrating the depth of a Bubject in the definitions is 
undeniably economical, but it is bound to produce some 
difficulties for the student. I hope the reader will be encour¬ 
aged to learn Chapter 4 thoroughly by the assurance that the 
results will justify the effort: the classical theorems of the last 
section represent only a few, and by no means the most im¬ 
portant, applications of Chapter 4; many others appear as 
problems, and further developments will be found by exploring 
the bibliography. 

The problems and the bibliography both deserve a few 
words. Problems appear after every section and are num- 
bered (like the theorems) within chapters. I have starred 
those problems whose results are used in the text, but this 
precaution should be unnecessary 一 the problems are the most 
important part of the book, and the reader should at least 
attempt them all. It was necessary to make the bibliography 
either very incomplete or unwieldy., since half the major 
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branches of mathematics could legitimately be recommended 
cub reasonable continuations of the material in the book. I 
have tried to make it incomplete but tempting. 

Many criticisms and suggestions were offered during the 
writing of this book. I am particularly grateful to Richard 
Palais, Hugo Rossi, Robert Seeley, and Charles Stenard for 
their many helpful comments. 

I have used this printing as an opportunity to correct many 
misprints and minor errors pointed out to me by indulgent 
readers. In addition, the material following Theorem 3-11 
has been completely revised and corrected. Other important 
changes, which could not be incorporated in the text without 
excessive alteration, are listed in the Addenda at the end of the 
book. 

Michael Spivak 


m t , 

1968 
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第 1 章欧几里得空间上的函数 


1.1 范数与内积 


欧几里得 （ Euclid ) n 维空间 （也简称欧氏空间）『定义为一 

切实数/的 n 数组（/，•••，/)(一个“1数组”就是一个数，而 Rl 
= R 则是一切实数的集）的 集合. R n 的元通常称为 R n 的点，而 Rl ， 
R 2 ， R 3 通常分别称为直线、平面和空间.如％表示 R n 的一元素，则％ 
是一个 n 数组，其中第 i •个记作 V ;于是我们可以写成 


x = ( 无 1 ，…，％ n ). 

R n 中的点也常常称为 R " 中的向量，因为，按照= (/ +/， 
…,/ +/) 以及似=作为运算， IT 是一个向量空间 
(在实数域上，维数为 rO . 在这向量空间中，向量％的长度概念，通 

常称为 X 的范数 UI ， 并定义为 Ul = V ( x ) 2 +-^-( x n )\ 如 n = l ， 
则 UI 就是通常的 X 的绝对值.范数和的向量空间结构间的如下关 
系极为重要. 

定理 1-1 如 e R n 且 a e R , 贝 1 J 

(1) Ul ^ o , 当且仅当 X =： 0时 Ul = 0. 



彡 UMrl ,当且仅 当欠与 y 线性相关时等式 成立. 


(3) +y| 矣 UI+ Irl* 

(4) \ax\ = I a I • I ^ 


证 

(1) 留给 读者. 
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(2) 如 x 与 y 线性相关，等式明显成立. 

如不是这样，则对一切 A e R , Ay - x / O ， 因此 

0 < I A j -^| 2 = f (A/ ) 2 

i = i 

=A 2 念 <y) 2 - 2 A Z xl y l + S (^) 2 . 

* i = 1 i = I i = 1 

所以右方是关于 A 的没有实根的二次式，其判别式必须为负.于是 

4 ( i ^ y ) 2 一 4 2 (^) 2 • 2 ( y ) 2 < o . 

i =丨 i = 1 i = 1 

⑶ U + rl 2 = X + y i y 

i = \ 

= i ( yy ^ 2 ± x y 

i = l 

^ Ul 2 + Ijl 2 +2 \x\* \y\ 由 (2) 

=(U I + |y|) 2 . 

⑷ \ax\= J X ( 似 ‘) 2 = h'W) 1 = \a\- U|. I 

在 (2) 中出现的量称为 x 与 y 的内积并记作 〈 x , y 〉. 内积 

i = 1 

的一些最重要的性质如下所述. 

定理 1-2 如与 ,y 2 是 IT 中的向量，且 a e R ，则 

(1) (x 9 y) = (y,x) ( 对称性 ） • 

(2) (ax 9 y) = (x,ay) = a 〈 x ， y 〉 （双线性） 

(x l +x 2 ,y) = (x l9 y) + (x Z9 y) 

(^»71+7 2 > = + 〈、 72〉. 

(3) (x 9 x) 彡 0, 且〈欠，欠 〉 = 0 当且仅当 x=0 ( 正定性 ）. 

(4) |rc | = V~(x,x) • 

(5) <，, r ) =. 卜” |2 ; 1 卜# (极化等式）. 




证 


1.1 范数与内积 3 


( 1 ) <^, r > = = 、 x 、 、 

i = 1 ( = 1 

(2) 由 （1) 只须证明 

(ax 9 y) = a{x y y) ,{x x +x 29 y) = (x { 9 y) + (x 29 y). 

这些可由下列等式 得出： 

p 

n 玟 

(ax y y) = ^ (ax l )y l = a ^ xy = a(x 9 y) , 

i = 1 i = 1 

<^i + x 2 , y ) = x + x i)y = + Z ^/ 

i = l » = 1 * = 1 

= (^i »y) ( x i »y)* 

(3) 和 (4) 证明留给 读者. 

(5) U + r I 2 - U - r I 2 

=-~[ (x + y,x + y) - (x - y,x - y)] 由⑷ 

= -^[(x,x) +2{x,y) +<r,r> - （〈戈，戈〉 -2(x 9 y) +<r,r))] 

=I 

我们对记号作一些重要注解以结束本节 • 向量 （0, •••，()）通常简记 
为 0. R n 的通常基底是 q ，… 人，其中 q = (0, …， 1，一,0)在第 i 个位 
置上是1.如 T：R - R m 是一个线性变换， T 关于 R n 与 R m 的通常基底 

m ' 

的矩阵是 mxn 矩阵4 = (%),其中 7 X 〜） =一 T M 的系数 

/ =1 

出现在矩 阵的第 i 列•如 S ： R m ^ W 有 p x m 矩阵 S ，则 S 。 T 有 p x n 矩 
阵似[这里心八幻 = S ( T ( x )) f 绝大多数线性代数书籍把5。 r 简记 
为 Sr ] ， 为要找出 T ( x ) f 我们来计算 m x 1矩阵 


fy l ) 


’a n ，…， a u 、 


V 、 

» 

• 


• • 

% 

• 

• 

■ 

■ 

• • 

• • 


• 

m 




n 

vr ) 


V fl ml ， … ， a m n ) 


\ x / 
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则 T ( x ) = (/,•••，/*).下一习惯记法大大简化许多公 式：如 ％ e R n 
与 y e R m ，则 ( x 9 y ) 表示 


习题 


/ 1 n 1 

U ，…， x ， 


• • • 


m \ /i+m 

,r ) e R . 


i_i . •求证 ui^ x u*'i- 

1 = 1 

1-2 . 定理 14(3) 中的等式何时成立？ 提示： 重新检査 证明； 答案并不是 “ 当 ; C 
与 y 线性相关 ”. 

1-3. 求证 U-y|^ U|+ |y|. 何时等式成立？ 

1-4 . 求证 | U| - | y ||^ U~y|. 

1-5 • 量 | y - 糾称为 ％与 y 间的距离 . 求证并在几何上解释 “ 三角形不等 式”： 

| 2 - a; | ^ \z-y\+\y-x\* 

1-6. 设 / 与 g 在 [a ， 6] 上平方可积， 

(a) 求证 |f/.g| 矣 (f/ 2 /'(/ a 6 g 2 ) 1/2 提示：分别考虑以下两种情 况：对 

某一 A e R，0 = [(f-Xg) 2 ； 对一切 A e R, 0 < ^(f-\ g ) 2 * . 

(b) 如等式成立 , /= Ag 必定对某个 A e R 成立吗？如 / 与 g 连续又怎样？ 

(c) 证明定理 1-1(2) 是 (a) 的一个极限情形 . 

1-7. 一线性变换 r：R 如果 Iru) 丨 =| 刻则称 为保范数的，如果 

(Txjy) = M 、 则称为保内积的 . 

(a) 求证 : T 是保范数的当且仅当 r 是保内积的 . 

(b) 求证这种线性变换 r 是 1-1 的，而且 7^ 也是同一种变换 . 

1»8.如: V， y e R n 不为零，: t 与 y 间的（夹）角记作 A ( x , y ) 定义为 arc cos ( 〈怎， 
r )/ UMrl ) ，由定理 i - iU ) 这是有意义的.线性变换 r 称为保角的，如 r 
是 1-1 的，且对 hyfO , 我们有 ^{ Txjy ) = L ( x >y ). 

(a) 求证： 如 r 是保范数的，则 r 是保角的 . 

(b) 如 R n 有一基底 & ， … ，〜，又有正数 A ,，…， A „ 使得 7\. = A 七，求证 T 7 
是保角的当且仅当所有 A , 皆相等 . * 1 

1. 原书并不要求 A < 为正，而结论则是“当且仅当所有丨 / \, |相等”，是不正确的，因为有反 
例.见“部分习题的解答或提示 —— 译者注 
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(c) 有哪些 R n 是保角的？ 

1-9 •如 0 矣 设 r:R 2 —R 2 有矩阵 ( sin ^ •求证 r 是保角的，且 

\ - sin 0 cos 0 ) 

若 ; c / 0则 A(x,Tx) = 0. 

1_10.•如 r : R m — R n 是一线性变换，证明有这样的数 M 使得对于 /i e R m 有 
\T(h) I 矣 m | a |. 提示： 用 I/i I 以及 r 的矩阵中的元估计 | r(/o |. 

1-11. 如 x，y e R n ， 2 ， w; e R m ， 证明 〈（太 ，之）， (y,w)) = (x y y) + (z,w) 以及 

I ( Xy z )I = yi ^ i 2 + i 7 i y . 注意（以）与（>^)表示 R n + m 中的点 • 

1-12.* 设 ( R n r 表示向量空间 R n 的对偶空间•如 X e R ' 用 A (： K ) =〈^〉定 
义 a e ( R n r . 用 r (幻 =< p x 定义 r : ir —( R n r . 证明 r 是一个 1 - 1 线性 
变换，并作出 结论: 每一个 (P e ( R " r 是关于惟一的一个 X e IT 的 A . 

M 3 ••如 e R n ， 则若 〈 ty 〉=0 就称; t 与： k 垂直（或正交).如 x 与: K 垂直， 
求证 1^ +r | 2 = UP + | r | 2 . 

1.2 欧几里得空间的子集 

闭区间 [ a ,6] 在 R 2 中有一自然的类比.这就是闭矩形 [ a ，6] x 
[c y d] ,定义为一切数对 U , y ) 的全体，其中％ e [a,6] , y e [c 9 d]. 
更一般地，如 4 cR m , B C R n ， 则定义为一切 Ua ) e 
R m+n 的集，其中 x e R 特别地， R m+a = R m x R \ 如 4 C R m ， 
B C R\ 和 C C R p ， 则 （4 x fi ) xC = Ax(B x C) ， 二者皆简记为 
AxBxC. 这一记法也可推广到任意个数的集的乘积.集 
[ fll A ] x … x [a ny b n ] C R n 称作 R n 中的闭矩形，而集 (a"b') x 
… x (a n ， b n ) C IT 称作开 矩形. 更一般地，一个集 "C R n 称作开集 
(图1-1)，如果对每一个^ e t /， 有一个开矩形4使得％ ^ AC U. 

R a 的一个子集 C 称为闭集如 R ft - C 是开集.例如，如 C 只含有 
限多个点，则 C 是闭的.读者应该补充 证明： R n 中的闭矩形确为一 
闭集. 

如 >4 C R ft 且 x e R n ，则下列三种可能性之一必成立（图 1-2). 
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1. 存在一个开矩形使得 x C 克 

2. 存在一个开矩形 S 使得^ C R n - A • 

3. 如是任一个开矩形使欠 e 者，则 B 同时含有4与 R n -4 
的点. 

满足 （1) 的那些点构成4的内域，满足 （2) 的那些点构成4的外域， 
满足 (3) 的那些点构成4的边界 • 习题 1-16 到 1-18 表明这些术语有 
时可能有意想不到的意义. 

不难看岀，任何集4的内域是 开的； 对4的外域，它实际上是 
的内域，所以也是如此 • 于是（习题 1-14) 它们的并集是开的， 
而所剩下的，即其边界，必定是闭的. 
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我们把一组开集称为4的一个 开覆盖 （或简 称覆盖 4) 1 0,如果任 
一点 X e 4是在0的某开 集中. 例如，如0是一切开区间 ( a , a + 1) 的 
集合，其中 a e R , 则0是 R 的一(开) 覆盖. 很明显， e 中的有限个开 
集不能覆盖 R ， 也不能覆盖 R 的任一无界集.类似情况对有界集也可 
能发生 • 设对一切正整数 n > 1 , e 是一切开区间_ 1/«)的集 
合，则 e 是 (0,1) 的一开覆盖，但 e 中的有限个集仍不能覆盖 （0,1). 
虽然这一现象可能不会出现特别的坏处，但这种状况不会发生的集至 
关重要，它们已有一个特殊的名称：一集4称为紧的，如它的任何开覆 
盖 e 存在一个有限个开集的族仍能覆盖克 

只有有限个点的集显然是紧的，包含0以及数 l / n (对一切整数 
n ) 的无限集4也是紧的（理 由： 如 e 是一覆盖，则存在0中某一开 
集 U 有0 e U ，那么4中只有有限个别的点不在中，每个这样的点 
至多只要再加一个开集就可以了）. 

下列几个结果可大大简化对紧集的认识，其中只有第一个结果 
有一定的深度（也就是，用到了有关实数的一些性 质). 

定理 1-3 (海涅-波雷耳 （Heine Borel )) 闭区间 [ a ,6] 是紧的. 

证如0是的一个开覆盖，设4 
能被 e 中某有限开集所覆盖 I . 

注意 a e <且4显然有上界（以6为上界 ）• 我们希望证明6 e 
A . 这只是对^ =4 的上确界证明两 件事： ( 1 ) ocgA 9 (2)6 = a 就行了 • 

因 e 是一覆盖，故对 e 存在某一 "有 a e R 那么在某区间中 a 
左边的一切点也在中（见图 1-3). 因为 a 是4的上确界，故在这区 
间中有一 X £ 于是 [ a ， x ] 能被0中某有限个开集所覆盖，而 
[^, a ] 被一个集 f / 所覆盖.所以 U ， a ] 能被0中有限个开集所覆盖, 
即 a e A 这就证明了 （1). 

要证 (2) 为真，假设 不然： a < b . 因此在 a 与6之间有一 点/使 
[ oc . x ^ cu . 因 a e 区间 [ a ， a ] 能被 e 中有限个开集所覆盖，而 


1. 原文意思是若一个集族是 a 的覆盖，就说覆盖克而不是说开覆盖可以简称为覆盖，而 
应说开集族覆盖 a ——译者注 
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[ a 9 x f ] 已被 f / 覆盖. 所以 〆 e >»，这和 a 是4的上确界相矛盾 • I 


V 



图 1-3 

如 BCR m 是紧的且义 e R n , 易见 blxfiCR n+m 是紧的.但是， 
可以作出一个强得多的论断 • 

定理14如 B 是紧的， e 是 U 1 xfi 的一开覆盖，则有包含: r 的一开 
集 L / C R n 使得 U x 能被 e 中有限个集所覆盖. 

证因为 U! xfi 是紧的，我们可以一开始就认为 e 是有限的， 
我们只要找出开集 iZ 使 f/ x B 能被 e 所覆盖. 

对每一个 : K E fi ， 点 （ U ) 在 e 的某开集犯中 • 因见是开的，对 
某一开矩形 X V ，我们有 ( x 9 y ) e U y xV r GW . 这些集匕覆盖了紧 
集月，所以有限个\，…，~也覆盖凡令 u \ n … n 于是， 
如 ( x \ y f ) e f / xfi ，对某一；我们有 y ， e 1( 图 14) ,当然？ e % 
. 所以 (x r ， y ，） e W 它包含在0的某个妒中 - | 



图1~4 

推论 1-5 如 4 C R n 与 B C R m 是紧的，则 4 x B c R n+m 也是紧的 • 
证如0是4 Xfi 的一开覆盖，则对每一 e /I, e 覆盖了 Ui x 
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B. 由定理 14, 有一个包含％的开集 R ，使得 R x B 能被 0 中有限个集 
覆盖 . 因为 4 是紧的， G 中的有限个， … ，覆盖克因为 0 中有限个 
集覆盖每一个 X 所以 0 中有限个集也就整个覆盖了 AxB. | 

推论1"6如每一个次是紧的，则义 X … X /4 也是紧的.特别地， R a 
中的闭矩形是紧的. 

推论 1-7 R n 中的有界闭集是紧的. 

( 逆定理也真（习题 1-20).) . 

证如 /lCR n 是有界闭的，则对某一个闭矩形圮 反如 0 
是 4 的一个开覆盖，则 0 与 R n - 4— 起是 S 的一个开 覆盖 . 所以 0 
中有限个集 R ， ••• ，％ , 可能再加上 R n 覆盖了从因此， (!'，•••， 
U n 覆盖了 A _ 

习题 

1-14 / 求证任何一个 （ 即使是无穷多个）开集的并集是开的 . 求证两个（从而有限 
个）开集的交集是开的 . 给出对于无穷多个开集的一个反例 . 

M5. 求证 U e R n ： |.t-a|< r| 是开的（参见习题 1-27). 

116. 求下列集的内域、外域和 边界： 

\x e 『 :| 欠 I 彡 1 I 

U g R n ： UI = 11 
U e R n : 每一 i 是有理数 1. 

1-17 . 构造一个集 4 C [0,1] x [0,1] ， 使得 4 在每一条水平线和垂直线上至多 
只含一点，但 4 的边界 = [0,1] X [0,1]. 提示： 只要能保证 4 在正方形 
[0,1] X [0,1] 的每 I/ 4 中含有点，又在每 1/16 中含有点，如此等等，这 
就够了 . 

1-18 • 如 4 C [0,1] 是这样一些开区间（〜， 6,) 的并集，使得（ 0 ， 1 )中的每一有理 
数包含在某个 （ A,6,) 内，求证 4 的边界 = [0,1] -4. 

1-19 •• 如 4 是包含任何有理数 r e [0 ， 1] 的一个闭集，求证 [0 ， 1] C4. 

1-20. 求证推论 1-7 的逆： IT 的紧集是闭有界集（参见习题 1-28). 

l-21._(a) 如 /! 是闭的且 x ^ A, 求证存在一数 d >0 使对一切 y e 有 

\ y - x \ ^ d. 

(b) 如 4 是闭的， 5 是紧的，且 4 n S = </) ， 求证存在 d>0 使对一切 7 e 4 
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与文 e B 有 \ y - x \^ d . 提示： 对每一个 6 e B 找出包含 6 的一开集 

u 使得这一关系式对戈 e n s 成立. 

(c) 若 4 与都是闭的但都不是紧的，试在 R 2 中给出一个反例. 

1-22 ••如 f/ 是开的且 CC 是紧的，证明存在一紧集 D 使得 CC D 的内域且 
DC U . 


1.3 函数与连续性 


从的一个函数（有时称为 n 个变元的（向量值）函数） 
是一个规则，它把 R n 中的每一点对应到 R m 中的某一点.一个函数/ 
使％所对应的点记作 /W.，R n —R m (按上、下文读作映人 
R m ” 或“/映 R n 入 R m ”） 表明/(均 eR m 是对 X e R n 定义的 • 记号 
/：A-R m 表示 /U) 仅对集4中的 x 有定义，4称为/的定义域.如方 C 
A, 我们把 /( 幻定义为对$ e 方 的一切/(4的集，又若 C C R m ， 我们 
定义 /-i( c ) = e A - J ( x ) e C \. 记号 /:4—^ 表示 /(A) c 

通过作出一函数 /: r 2 — r 的图，我们可以得到它的一方便的表 
示，这个图就是一切形如 （^y，/ (〜 y)) 的3数组的集，它实际上是 
3维空间中的一个图形（例如，见第2章图24和图 2-2). 

若 /，g:ir— r ，则函数 /+g，/-g，/.g 与 //g 可以确切地像单变量 
情况一样来定义. W/d—R'g: 万 —R' 其中石 c R' 则复合函数 g。/ 
定义为尽。/(戈）= g(/(x)); g。/ 的定义域是4 A/ _1 (忍).如/: 

是 1-1 的，也就是，当时， /U) #/00，我们定义/、/(句—《' 
这里要求厂 1 (Z) 是淮一的 X eA 并且 /u) = Z • 

一个函数/ M - R ™ 用/(幻=(/穴幻，…， / ra (幻） 确定饥 个分置 
函数 / V '/' J — R ，反过来，如果已给 m 个函数 g 丨，…，“： A - R , 
则有惟一的函数 / M —1 T 使得广 = gi ,即/( X ) = ( g , U ), …， 
g m (x)). 这个函数/将记作 （ g ,， …， gj ， 所以我们总有 /= (广…, 
厂）.如 TT : R % IT 是恒等函数，77 W = %， M ^ ix ) = X l ；函数 TT 1 称 
作第纟个投影函数 • 
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和单变量情况一样，记号 lim / (幻= 6表示，当选取 x 足够接近 

a 

于 a 但不等于 a 时，我们可以使/(幻任意地接 近于& 用数学术语讲， 
这 表明： 对任一数 s > 0,存在一数 S > 0使对/的定义域中的一切满 
足0 < | x - a |<5 的戈有 \ f ( x ) - b \< s . 函数 / M — R m 称为在 a e A 

连续，如果 lhn/W R m 在每一 a 处连续就简称 / 是连 

x—*a 

续的.关于连续性概念的有趣的意想不到的一点是，它可以不用极限 
来 定义. 由下一定理得知， /： R n — R m 连续，当且仅当只要 U C R m 是 
开的/“（⑺就是开的.如/的定义域不是 R n 的全部，则需要一稍微 
复杂的条件. 

定理1劣如 4〔 R n ，函数 /:1- R m 连续当且仅当对任一开集 t / cR m 
存在某开集 KcR n 使得 /q(r) = VHA. 

证设/连续.如 a 则 /( a ) e 因"是开的，故有 

开矩形方使 /( a ) s BCU . 因/在 a 点连续，我们只要把 x 选取在包 
含 a 的某充分小的矩形 C 内，就能保证/(幻 e 方 • 对每一 aef _ l ( U )& 
样做，并令[为所有这些 C 的并集.显然/ - l ( U ) = VHA . 其逆也类 
似，留给读者去证明 .■ 

定理14的下一推断极为重要. 

定理 1-9 如/:4 - R m 是连续的，其中4 C R n ,而4是紧的，则 
f ( A ) C R m 也是紧的. 

证设0是 /( A ) 的一个开覆盖.对于0中每一个开集 r 存在一 
个开集。使得 = V a nA. 一切。的集合是4的一开覆盖•因 
A 是紧的，故有有限个~， …， \覆盖 A . 于是 R ， …，(7„覆盖/(>1). ■ 
若 / j — R 有界，则/在 a e 4处不连续的程度可以用一个确切 
的方法加以度量.对 S >0,令 

M ( aJ , S ) = sup \ f ( x)：x e A 且 | x - a |<5 l , 
m ( a ,/,5) = inf jf ( x ) ：x e 且 |义 - a | < Si • 

/ 在 a 处的振幅 o (/， a ) 定义为 o (/， a ) = lim [ M ( a , f ,8) - m ( a ,/, 

5)]. 因为 M ( a /， S ) - m ( aj ，8) 当 S 下降时也下降，所以这一极限 
恒存在.关于 o (/， a ) 有两个重要事实. 
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定理 1-10 有界函数/当且仅当 o(/，a> =0时在 a 点连续 • 

证设/在 a 点 连续. 对任一数£ >0我们可以选取一数 S > 0 
使对一切且 \x - a \< 5者恒有|/(^) -/(a) I < ^ - 于是对 ( a， 
/, 8) -m(a,/, 5) ^2 e . 因这对任何 e 为真，故有 o(/,a) = 0 . 其逆 
证法类似，并留给读者 • I 

定理 1-11 设4 Cl R n 是闭的•如 /： A-*-R 是任一有界函数，又 
占 > 0 ,则 e A ： o(f,x) ^ e\ 是 间的. 

证设方=1无 x ) 多占 1. 我们要证明 R n _ B 是开的. 
如果 x ^ R n - 那么或者有％ * 4 ， 不然的话，就有％ e 4以及 
o(/,x) < s. 在第一种情况下，因4是闭的，故存在包含％的开矩形 
C 使得 C C R n - A C R n - B • 在第二种情况下，存在一 S > 0使得 
MU，/，S) - m ( x ， f ，8) < e . 令 C 是一包含％的开矩形，使对一切 
y e C， 有 |x-y| < S. 则若 y e C， 就有一 S lf 使对所有满足 
| 2 - 7 |< 3 丨的 2 ：有 |^ ；一 2 ： |< 3 . 于是 Si) -rn(y 9 f 9 S { ) < e ， 

从而 o( y ，/) 所以 ccir - 仗 I 

习题 

1-23. 若 / M — IT 且 a e 证明 lim /( x ) =6 当且仅当对于 i = 1, …， m 有 

x—a 

\imf l (x) = b l . 

x-^a 

1-24. 求证 / j — R m 在 a 点连续当且仅当每一个 r 都如此. 

1-25. 求证线性变换是连续的. 提示： 利用习题 1-10. 

1-26. 设4 = | (x t y) e R 2 : x > 0 且 0 < y < 文 2 1 . 

( a ) 证明通过 （0,0) 的任一直线包含一个以 （0,0) 为内点的在 R 2 - 4 中 
的 区间. 

( b ) 这样定义 /: R 2 — R ， 当 x *4时/(岣= 0,当 x ^4时/(幻=1.对 
h e R 2 定义 R ， 私⑴ =f(th), 求证每个私在 0 点连续，但 / 
在（0,0)点不连续. 

1-27. 由考察 /( x ) = U - d | 确定的 /: R n —R 来证明 U e R n : N - a |< r | 是 
开的. 

1-28 •如 4 c R 1 不是闭的，证明存在一无界的连续函数 /M 一 R . 提示••如 
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欠 e R n 但戈这 [( R n -^4) 的内域]，令 /(>0 = 1/ |y _欠1 • 

1-29. 如4是紧的，求证任何连续函数 /: 4 — R 有最大值和最小值. 

1-30. 设 /:[ a ，6]— R 是一增 函数. 如々 ，♦••，〜 e [ aM 各数不同，证明 

<fw -/(«)_ 

i=i 




第 2 章微 分 


2.1 基本定义 


回想一函数 /:R—R 在 a e R 处可微是指：存在 /'(a) 使得 


( 1 ) 


h-*o a 


对一般情形的函数 /:R n —R m ， 这个式子当然没有意义，但可以用一 
种方式将其重写使之有意义.如 A:R—R 是由 A(fc )=/( a) 定义 
的线性变换，则 （1) 式等价于 


( 2 ) 


+ h ) -/(a) - A ( h ) __ q 
a— o h 


(2) 式常常可解释为 A +/(a) 是/在^处的一个好的近似（见习题 
2-9). 因而我们集中注意力于线性变换、而把可微性定义重述如下： 
函数 /:R—R 在 a e R 点可微，如果有一线性变换 A: R—R 使得 

+ 九） 一/( a ) — A ( h ) =o 

h-*o h 


在这一形式下，这个定义对于高维有简单的推广： 

函数在 a e R n 点可微，如果存在一线性变换 A : 
R n ^ R m 使得 

j im 1 /( a + h ) -/(a) - A ( h ) \ __ q 

h-*o I h I 

注意&是『中的点， /U +/i) -/(a) - A (/i) 是1^中的点，所以范 
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数记号是不可少的 . 这个线性变换 A 记作 D/(a) ， 称作 / 在 a 点的导 
数. 短语 “ 这个线性变换 A ” 的正确性证明 如下 . 

定理 2-1 如 /: R n — R m 在 a e 可微，则存在一个惟一的线性变 
换 A : R % R m 使得 

lim 1/(a “） - /(«) - AW I =0 . 


证 


假定 wir—ir 也满足 


lim 
a— o 


f(a + h) -/(a) 
\h\ 



令 d(h) =/(a + ft) -/(a), 贝 lj 


lim 

h^O 


A ( fe) — h) 
九 I 


lim 

k -*0 


\(h) - d(h) +d(h) - n(h) 

h \ 


h^o h ft—o 


\d(h) -^(fe) 
h 



另一方面，因 丄:广⑷ 1 > o , 所以 ㈣ [广 (fe)l = a 如 
x e R n ，则当 £—0 时 a—o. 因此对％ / o 我们有 

Q = lim U(^) - jjj{tx) 1 _ \\(x) - n{x )[ 
t^o I tx I I X ° 


所以 A(^) = /x(x). I 

我们以后将会发现求 D/(a) 的一个简单方法.目前我们来考察 
由 /(x ， y) = sinx 定义的函数 /:R 2 —R 那么 D/( a ， 6) = A 满足 
A (x,y) = (cos a) - ^ 为要证明它，注意 


lim 

(M)—o 


/(a + h，b + k) -f(a 9 b) - A (h,k) 
\(h.k)\ 


r I s in (a + h) - sin a - ( cos a) • h 

(d \ (h,k) I 
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因为 sin '( a ) = cos a , 我们有 


sin (a + / i ) - sin a - (cos a) • h n 
lim - rri - u . 

h^o I I 

因为 |(/ i ， 幻 I 多|知|，所以还有： 

I sin ( a + h) - sin a - (cos a) • h\ _ n 

㈣ RM )1 

考察 D /( a ) : R n ^ R m 关于 R n 与 R m 的通常基底的矩阵，常常是方便 
的.这个 mxn 矩阵称为/在^处的 雅可比 （ Jacobi ) 矩阵 ，记作 /'( a ). 
如 /( x ， y ) = sin %，则 /'( a ，6) = (cos a ,0). 如 /•• R —^ R , 则 /'( a ) 是 
1 xl 矩阵，其惟一元就是在初等微积分中记作 /( a ) 的那个数. 

如果/仅在包含 a 的某个开集上定义，那么还可以定义 D / U ). 
为使定理的叙述流畅而又不失其普遍性，我们只考虑定义在 R n 上的 
函数. 设有 R m ，如果/在每一个《 e 4处可微就称/在4上可 
微.如， /1— IT ， 又若/可以扩张为在包含4的某开集上的可微函数， 
则称/是可 微的. 


习题 _ 

2_1 ••求 证： 如『在^ e R n 处可微，则它在 a 点连续 • 提示：利用习题 
1 - 10 . 

2-2. 一函数 /: R 2 — R ，如对每一 ％ e R ， 对所有 y ,， y 2 e R 我们都有 
f ( x ^) =/(\ 72 )，则称/与第二变元无关.试证/与第二变元无关当且仅 
当存在一函数贫: R — R 使得 /(\ y ) = g(x) . f'(a ， b) 用 〆 表示时是什么？ 
2-3. 试决定何时一函数/: R 2 — R 与第一变元无关，并对这种/求出 /'( a ，6). 什么样 
的函数既与第一变元无关也与第二变元无关？ 

24. 设 g 是单位圆周 U e R 2 ： U | = 11上的连续函数 且有 〆 0，1) = g ( l ，0) 
= 0, g ( - 戈） = - g(x). 定义 /: R 2 —R 为： 

w •客 (☆) 以 0 ， 

0 x = 0. 

( a ) 如％ e R 2 且 MR — R 定义为 =/(以）， 证明 & 是可微的. 


fix) = 
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( b ) 证明/在（0,0)处不可微，除非 g = 0. 提示： 当 A ：=0 射（再当/1=0 
时）考察 （/ ij )， 先证明 D /(0,0) 必须是零. 

2-5. 设 /: R 2 —R 用下式 定义： 

( 〜_ 0 ， 

= I Vx +/ 

[0 ( Xl y) = 0. 

证明 / 是习题 24 中考虑过的那种函数，所以/在 （0,0) 处不可微. 

2-6. 设 /: R 2 —R 定义为 /( L 30 = vT ^ rT - 求证/在 ( o , o ) 处不可微. 

2-7. 设 /: R n —R 是一函数使得 \ f ( x ) h | 2 . 证明/在0处可微. 

2-8. 设 /: R — R 2 . 求证： 当且仅当/与/ 2 在 a e R 处可微时，/在 a 处可微，且 
这时 

/' ⑷：（<)， ⑷). 

2-9. 两函数/， R 称为在 a 点直到 n 阶相等， 如果 


lim /U . + ~ _ ^(a ± A) = 0 

a — 0 h n 

( a ) 试证： / 在 《 点可微，当且仅当/在 a 点连续，且存在形如 
g(x) = a 0 + a,(x-a) 的函数 g 使得/与 g 在 a 点直到一阶相等. 

( b ) 如 /( 文），…， / ft )( 欠）在欠附近存在， / ( n ) ⑷在 a 点连续，试证/ 
与下式 

i:0 1 • 

定义的函数$在 a 点直到《阶相等. 提示： 极限 


-«r 


可用罗必达 （ L ’ Hospital ) 法则计算. 


2.2 基本定理 


定理 2-2( 锁链规则） 如 /: R n — 1^在^点可微， g : R m — 圯 在 /( a ) 
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点可微，则其复合在 a 点可微，且 

* D(gof)(a) = Dg(/(a))o D/(a). 

注.此式可写成 

(g° f) r (a) =〆(/(«)) •/(«). 

如 m = 〃 =p = 1, 我们便得到老的锁链 规则 . 

证 令 & = / (a) , a = D/(a), M =： Dg(f(a)y . 如果我们定义 

(1) <p(x) = f(x) -/(a) - \ (x - a), 

( 2 ) tff(y) = g(y) - g(b) -从 (y _ b) ， 

O) p(x) : g 。 f(x) -gof(a) -/ao A (x - a) , 

则 

(4) lim =0 ， 

x-^a x — a\ 

(5) lim MzL = 0 , 

y—b \y — b 

而我们必须证明 

= 0. 

a I A ； - a I 

现在 

p(x) = g(f(x)) - g(b) -fi(\ {x - a)) 

= g(f(x)) - g(b) 一 /(a) - <p(x) ) 由 （ 1) 

= [g(f(x) ) - g(b) -/(a))] +fi(<p(x)) 

= fp(f(x)) + 由 （ 2). 

于是我们必须证明 

(6) lim If 呼 = 0 ， 

x—a \x - a\ 

⑺ lim = 0. 
x~*a X — CL 



20 第 2 章微分 


(7) 式容易从 (4) 式和习题 1-10 推得. 如果 f >0,从 (5) 式推知，对 
某一个5 >0我们有 

\^{f{x))\<s\f{ x ) -6|，只要 |/W -b\<S 9 

而这一点只要对某个由 | x - a | < A 就总成立.于是，由习题 
1-10, 对某个 M , 


\ip(f(x) ) I < ^ \f(x) - b | 

= £ \<p(x) + \ (x - a) \ 
( s\(p{x) I + I ^ - a I- 


(6) 式 现就容易得出 • I 

定理 2-3 

(1) 如 /: R n — R m 是一常值函数（也就是，若对某 y eR m ， 我们 
有： 对一切 x e R n ， f ( x ) = y ) , 那么， 

D /( a ) = 0. 

(2) 如 /: R n — R m 是一个线性变换，则 

D/(a) = / 

(3) 如 /: R ra — R m , 则/在 a e R n 处可微当且仅当每个 / 是如 
此，且 

D/(a) = (D/(a),-,Dr(a)). 

于是 /'( a ) 是 mxn 矩阵，其第 i 行是 { f l )\ a ). 

(4) 如 s : R 2 —R 定义为 s (%， y ) = x + y ， 贝4 

Ds ( a , 6 ) =5. 

(5) 如 /) : R 2 —R 定义为 x • y ， 则 • 

Dp ( a , b )( x , y ) = bx + ay . 


于是 〆 （ a ， b) = (b 9 a). 



证 
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( 1 ) 


lim 

fe — 0 


1/(q h) -/(a) - 0 
h 


lim 


y - y — 0 

一 — h —— 


C 


( 2 ) 


1：m lf(a+h) -f(a) -f(h)\ 
fc-o I h I 

lhu 1/(a) +./U) 'f(a) - f(h) 1 
fc-o I h 



(3) 如每一个 / 在 a 处可微，且 

A = (D/(a) ， … ， QT ( a ))， 


则 


/(a + h) -f(a) - A (h) 

= (/U+/0 -/(a) — D/( a )(/0, …, 
f m U+h) +r(a) —D 尸 （ a ) ⑷）， 


所以 


lim 

A —0 


/(a + fe) 一 /(a) — A (h) 

\h\ 


^ lim y Iru+M - 厂⑷ -D 广 U)(/Ol 

、 h -° A \ h \ 


另一方面，如 / 在 a 处可微，则由 （ 2) 与定理 2-2,/ = 
处可微 . 

(4) 由 （ 2) 推得 . 

(5) 令 A (x,y) = bx + ay . 那么 


lim \p(a + h，b + fc) - p(a,b) - A (h 9 k) 
(M)-o I (h,k) 




\hk\ 


(M)l 


TT l ° / 在 a 
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现在 

UI 2 , 如 UI 彡 IM ， 

\ k \\ 如 UI 彡 UI . 
因此|从|在 UI 2 + UI 2 •所以 


\ hk \^ I 


IMI ^ h 2 + i !_ = MTW . 


l ( h ，/ c )\ 、 W + k : 


因而 


lim 


hk 


0. I 


( M)~*o I ( h , k ) I 

推论 24 如 /，g:IT—R 在 a 处可微，则 

D (/ + 豸 )（ a ) = D/(a) + Dg(a), 

D(/- g ) (a) = g(a)D/(a) + /(a)Dg(a). 

此外，如果 g(a)#0， 则 

D(//g)(a) = ^«) p /^ ( -/(«) D ^ i , 

证我们将证明第一式而把其余的留给读者 • 因为 /+g = S。（/, 
g ), 我们有 


D (/ + g )( a ) = Ds (/( a )， g ( a )) 。 D (/, g )( a ) 

= 5 o ( D /( a ) , Dg ( a )) 

= D /( a ) + Dg ( a ). | 

下面这样的函数 /:R n —R m 的可微性现在得到了保证，其各分量 
函数可以从函数77 \它们是线性变换）以及我们在初等微积分中早已 
会求导的函数经过加法、乘法、除法和复合而 获得. 但是，求 D/( 幻 
或 Zb) 可能是一项相当艰巨的工作.例如，设 ，R 2 —R 定义为/(%， 
y ) = sin(^y 2 ). 因为/ = sin 。 （it 1 • [ it 2 ] 2 ), 我们有 ， 
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f(a f b) = sin’(a6 2 ) • [6 2 (it 1 )\a,b) + a( [ tt 2 ] 2 )’(a,6)] 

= sin r (ab 2 ) • [b 2 (i: x )' {a ,b) + lab (it 2 ) ； ( a , 6 )] 

=(cos(a6 2 )) - [b 2 (l,0) +2a6(0,l)] 

=( b 2 cos( ab 2 ) ,2ab cos( ab 2 )). 

幸而我们很快将会发现计算/的一种简单得多的方法. 

习题 

2-10. 利用本节定理求以下的/: 

(a)/(w) = 欠 ' 

Wf(x,y,z) = (x\z). 

(c) /(^,y) = sin(a; sin y). 

(d) /(^,y,z) = sin(x sin(y sinz)). 

(e) /“ ， y ， 2)=Z. 

(f) /“ ， y ， z) =，:• 

(g) /(^,r^) = (x + y) 2 . 

(h) f(x 9 y) = sin(xy). 

(0/(^,r) = [sin“y)] coe3 

())f(x y y) = (sin(^y),sin(^ sin y) , x y ). 

2-11. 求以下的 / (其中 R 是连续 的）： 

(a) /(u) = j a g. 

(b) /(x t y) = [ ^ 

^sin(x sin( j sin 2)) 

(c) /(x,y,z) = g. 

\ 

2-12. 一函数/:『 xir— 粑， 如果对 e R n ,r，r.,r 2 £ R m 以及 a E R， 
我们有 

f(ax,y) = of(x,y) =f(x y ay ), 
f(Xi+ x 2l y) =f(x { ,y) +f(x 2 ,y ), 

- /(^,ri + r 2 ) =/(^,ri) +/(^,r 2 )» 


则称/是双线性的. 
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( a ) 求证若/是双线性的，则 


lim 

(fc.i)-O 


l/(M) 
l ( M ) 1 



( b ) 求证 D /( a ，6)( 欠, y ) =/( a , y )+/(^,6). 

( c ) 证明定理 2-3 中 D P ( a ，6) 的公式是 ( b ) 的一特殊情况. 

2-13. 定义 / P : R n xir—R 为 //"( dO = ( x , y ). 

(a) 求 D(/P)(a,6) 与 (/ 尸 ) ， (a ， 6). 

( b ) 如/， pR — 可微且 MR — R 定义为 = (AO #(«)〉， 证明 

h \ a ) = (/’( a ) T ， g ( a ) 〉 + (/( a )， 〆 ( a ) T 〉. 

(注意尸 （ a ) 是一个 nxl 矩阵； 其转置矩阵 /( a ) T 是一个 lx « 矩阵，我 
们把它看作『的元 .） 

( c ) 如 /: R — R n 可微且对一切《，|/(0 1=丨，证明</⑴ T ，/ ⑴> = 0. 

( d ) 举出一可微函数 /: R — R 使得由|/|(0 = 1/(0 | 定义的函数1/1不 
可微. 

2-14. 设 £,(: = 1，…， A ：〉 是各维数不必，相同的欧氏 空间. 一函数 /:A x … x 
A — it 称为是重线性的，如果对于每个选 定的巧 e €(y # 0,由 
g ( x ) = /( A ，…, Am ，以 ;+ 1 ，…八）定义的函数客:芯，•—是一个线性变换. 

( a ) 如果/是重线性的而且 i 句，证明对于知=(\，…太），其中\ e 尽， 
我们有 

1/( ，… A ，". A ，.”， a *) I _ a 

lim - nn - = u . 

fc—o I ri I 

提示：如果 g ^， y ) = /(〜 ，…， f •，: r ， …， O , 则貧是双线性的. 

( b ) 求证 

k 

Df ( a l 9 --, a k )( x lt '", x k ) = [/(〜 ，…， (^， x ,，〜"•••， a 4 ). 

i = l 

245. 把一个 nx 矩阵的每一列视作 R n 的一元，从而把矩阵本身当作《重乘积 
R n x … x R n 中的一个点. 

( a ) 求证 det:R n x … x R n —R 可微且 


D(det)(o 1 ,**-,a n )(x 1 ,*-*^ n ) 
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(b) 如果 a〃:R—R 可微而 /(O =det(a“0), 试证 

_ a „(0，“.， a u ⑴ - 
• • 

n : : 

/’⑴ = X det a 、 ⑴，…心 ⑴. 

J. = 1 • • 

I • • 

• • 

L a nl (0 ，…， 、⑴ J 

(c) 如对一切《， d e t(〜（0) #0,且，… A:R—R 都是可微的，又设 
5l ，…人: R—R 是这样的一些函数，使得\(«)，…八 （0 是方程组 

n 

= 6,(0 , i = 

)=i 

的解.求证 \ 可微并求出 AG). 

2-i6. w ： m ( f - l na ) = [Ar 1 ^))]' 提 

示:/。/ _1 00 = ^ 

2.3 偏导数 

我们从讨论“每次对一个变元”求导数的问题开始.如/: 
R 且 a e R % 如极限 



存在，就记作 1^/(a)， 称为/在 a 点的 偏导数 • 注意 h/U ) 是某函 
数的通常导数，这很 重要. 实际上，如 g (幻 二 / U 1 , …，X，…， /), 则 
Di/(a) = g(a). 这表明， 1^/(0) 是/的图形和平面 x J =a j (j # i) 
的交线在 （《，/U)) 点切线的斜率（图 2-1). 这也表明，计算 h/( a ) 
是我们早已会做的 问题. 如/(々••〆)已由 含有/ ，…〆的某公式 
给出，则我们可这样来求 ayu 1 , …〆 ）， 即把所有 PG'y) 都看作 
常数，而对所得的一的函数对^求导.例如，如果 /(h)0 = siW)， 
则0 1 /(%，7) = y 2 cos ( xy 2 ) , D 2 /(^,y) = 2 xycos ( xy 2 ). 又如, /U,：K) = 
V，则 Dj/(^,y) = yx y '\ D 2 f { x , y ) = x y \ nx . 
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稍经练习（例如，做本节末的习题），就和已经会计算的通常导 
数一样，也会很容易地计算 

如果对一切％ e R n , D t /(^) 存在，我们便得一个函数 D t / : 
r - r 这个函数在％点的第 y 个偏导数，也就是 d ; _( a /) g )， 常常 
记作幻.注意这个记号把 i 与 y 的次序颠倒了.实际上，这个次 
序通常是没有关系的，因为绝大多数函数（在习题中给出个例外） 
满足0“/= D jti f . 有好些细致的定理保证这个 等式. 下面这个定理 
已经完全够用了.我们把它的陈述放在这里而把证明放在后面（习 
题 3-28). 

定理 2-5 如 D i ; / 与 D "/ 在包含 a 的一开集中连续，贝 J 

= D ; , J ( a ). 

函数 Dy 叫作/的二阶（混合） 偏 导数. 高阶（混合）偏导数 
可用明显的方式来定义.显然定理 2-5 能用来证明在适当条件下高阶 
混合偏导数的相应 等式. 如/有一切阶的偏导数，则中 
^，… A 的次序是完全无所谓的.具有这种性质的函数称为 C 00 函数. 
在以下各章中，为方便起见，经常仅限于讨论 C " 函数. 

在下节，将用偏导数来求导数.它们还有另外一个重要的用处 
——求函数的极大值和极小值. 
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定理2«6设 ACIR ' 如 /:4 —R 在4的内域中点 a 处达到极大（或 
极小），且 DJU) 存在，则 Dj(a) =0. 

证设 6(^0 = /( fll ， …， 义，… 〆 ).显然 A 在处有极大值（或 
极小值）， 且& 在包含的一开区间中有定义 • 因此0 = g[(a i )= D , 
/(a). I 

提醒读者，定理2名的逆即使当 n = l 时也不成立（如 /: R—R 
由 / U ) =/定义，则/(0) =0,但0点甚至不是一个局部极大值或 
极小值).如 n > l ， 定理2名的逆可以在一种更为奇特的方式下不再 
为真. 例如，设 ， R 2 — R 由 /( ty ) = ? 定义（图 2-2). 则因& 
在0处有一极小值，故0,/(0,0) =0;而因心在0处有一个极大 
值，故0 2 /(0,0) =0. 显然（0,0)既不是相对极大点也不是相对极 

小点. 



图 2-2 

如用定理2>6来寻求/在4上的最大值或最小值，那么还必须单 
另检查/在边界点上的值——这是一件可怕的事惰，因为4的边界可 
能是整个 A 习题 2-27 指明一种做法，习题 5-16 陈述了一个经常可用 
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的好方法. 

习题 


247. 求下列函数的偏 导数： 

(a)/( w) 

=，• 

(b)/(u ， 2) 

= z. 

(c)f(x 9 y )= 

sin (a: sin y). 

(d)/(U ， 2) 

=sin(x sin( j sin z )). 

(e)/( W ) 

= ， 



(g)/(:U) 

=(x + r)'. 

(h)/(^,j)= 

sin(^j). 

(»)/(^,r)= 

[sin(xj) ] co * 3 . 

2-18. 求下列函数的偏导数（其中 pR—R 连续 ) 

(a)/(u)= 


Wf(x y y )= 


(c)/(u)= 

/> 

(d)f(x,y)= 

a 


2-19. 如 /(u) = x x%xr + ( \nx ) (arc tan( arc tan( arc tan( sin (cos xy) _ ln(x + 
7))))) ，求 0 2 /(1^). 提示： 有一很容易的 做法 . 

2-20. 通过 g 与 / ^ 的 导数求 / 的偏导数，如果 

U)/(u) = g(x)h(y). 

(b) f(x,y) = g(x) h ^K 

(c) f(x y y) = g(x). 

(d) /(x ， y) = g{y). 

(e) /(x,j) = g(x + y). 

2-21 /设 gl ， g 2: R 2 —R 连续 . 定义 /:R 2 —R 为 

f(x y y) = + ^g 2 {x,t)^t. 
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( a ) 证明 D 2 /( ty ) = g 2 (x,y). 

( b ) / 应怎样定义使得 D ,/( x , y ) = g ,( x , r )? 

(c) 求一函数 /:R 2 —R 使得 A/bi) =x, D 2 /(x,j) = y . 再求一个使得 

D i/(^,r) = d 2 /(u) = 欠 . 


2-22 .•如 /: R 2 —R 且 D 2 / = 0,证明 / 与第二个变元无关.如果 DJ = D 2 / = 0,证 
明/是常数 • 

2-23 ••设/! = j (x,y) g R 2 ：x < 0 或者 x 多 0 且: k # 0|. 

( a ) 如果 / M—R 且证明 / 是一个常数. 提示 •• 注意，4 
中任两点可用一串直线段联结，每一段平行于坐标轴 之一. 

( b ) 求一函数 yvi —r 使得 d 2 /= o , 但/不是与第二变元无关. 

2-24. 定义 /: R 2 —R 为 


f ( x y y ) 



L 0 


(x,y) # 0, 
( U ) = 0. 


( a ) 试证： 对一切 X ， D 2 /( z ，0) = x ；对一切:= - r - 

( b ) 试证 Du ^ O ’ O ) # D 21 /(0,0). 

2-25 .•定义 /: R—R 为 


Ax )= 


0 


i # 0, 
^ = 0. 


证明 / 是一 c 00 函数，且对一切 i ，/(‘)（0) =0. 提示： 极限 


/，（0) 



-h -2 

e _ 

~ T ~ 



i/h 

e 


可用罗必达法则计算.对: r #0 求尸 ( rr ) 非常容易，然后尸 (0) = 
limrW / h 可用罗必达法则 求得. 

h -^0 

2-26.* 设 


fix ) 


芒 -(*- 1 ) -2 • ^-(*+ 1 ) -2 

0 


^ e ( - 1，1)， 
: c 隹 (-1,1). 


( a ) 证明 /: R—R 是一 C 06 函数，它在（-1， 1) 内为正，在其他处为 ()• 

( b ) 证明存在一 r 6 函数[0，1]使得当 X 矣0时 gu ) =0，当^0右 
时= 1. 提示： 如果/是一个 C 06 函数， 在 （ o ， e) 内为正，在其 
他处为0,令 
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心）= \ j !\> 

( C ) 如 a e R % 定义 pR n — R 为 

g ( x ) = /( [ x l - a ]/ s ) ./( [ x n - a n ]/ e )^ 

证明 g 是一个 C 06 函数，它在 

( a 1 - e , a l + e ) x ••• x ( a n - e^ n + s ) 

内为正，在其他处为零. 

(d) 如 4 C R n 是开的且 C CA 是紧的，证明存在一个非负 C 06 函数 
/ M — R 使当 z e C 时 /( 幻 >0,而在含于 4 内的某闭集之外/=0. 

( e ) 证明可以选取这样的/使得 / M — [0，1]，且对 z e C y f(x) = 1. 
提示 :如果 （ d ) 中的函数/当 x e C 时 /( 幻多〜考察尽。/，其中尽是 
( b ) 中的函数. 

2-27. 定义 g ， h：\x e R 2 ： Uk 1 卜 R 3 为 

g ( x , y ) = { x , y , \/l - x 2 - r 2 ), 
h ( x , y ) = (m - y /\ - x 2 - y ). 

证明 / 在 U e R 3 : \ x \ = W 上的最大值或者是 U E R 2 : Ul ^ ll 上/。尽的 
最大值，或者是它上而/。&的最大值. 

2.4 导 数 

比较过习题 2-10 和 2-17 的读者可能已经猜到下面的 结论： 

定理 2-7 如果 /: R n — R m 在 a 点可微，则对于1彡 i 彡 m ， 1彡 j •彡 n ， 
D y /*( a ) 存在，且 /( a ) 是 mx；i 矩阵 （ D y / l ( a )). 

证 先假定爪=1，故 /: R n — R . 用 / i ( x ) = ( a 1 ，•••，: t ， …， a n ) 定 
义 / i : R — R ' 其中％ 在第；个位置.则 D ; /( a ) = ( foh )^( a /). 因此， 
由定理 2-2, 

(/° hy ( a J ) =/’（ a ) . h \ a } ) 
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= /’ （ a) • 


rO i 


i ―第 y 个位置. 


-0」 


因为（/。/0'(力有惟一的元素 D /( a ), 这就表明 Djf ( a ) 存在且就是 
lxn 矩阵尸 （ a ) 的第/个元素. 

因为由定理 2-3 每一尸可微，且 /'( a ) 的第 f 行是 aT ( a ), 所 
以现在本定理就对任意的 m 都成立 . | 

在习题中有几个例子表明定理 2-7 的逆不成立.但若添加一个假 
设，它还是对的. 

定理 2«8如 /: R n — R m ， 则若所有1) ; ./ 1 ( 幻 在包含 a 的一开集中存 
在且每一函数 D ; r 在 a 点连续，则 D /( a ) 存在.（这样的函数/称为 
在 a 点连续可微 .） 

证 和定理 2-7 的证明一样，只要考察 m = l 的情况就够了，所 
以 /: IT — R 于是 

f{a + h 、 一 /( a ) = f(a + h l , a 2 , — , a n ) _/( a 1 ,••• , a n ) 

+ /(a + / i 1 , a 2 + h 2 , a 3 , , a n ) - /( a 1 + h l y a ，•-- , a n ) + … 

+ /(a + h \- y a n + h n ) -/( a 1 +/ i 1 ,-., a n - 1 + h n ~\ a n ). 


回想 DJ 是由 g(x) =/(^, a 2 ,-, a n ) 定义的函数 g 的导数.对 g 应用 
中值定理，便得 


/(a 1 + A 1 ,a 2 , …， a n ) - f{a ，…， a n ) = h 1 • D i /(b l , 

这 里乂是 a 1 与 ^ 间的某数.同样，在和式中第；项等于（对 

某 c t ) 

K • D-/(a l + h l ， … ， a 卜 1 + /i 卜 1 ,\ ， … ， a n ) = 


于是， 


n 


lim 

k-*0 


f{a + h) -/(a) - X D i/(«) 

i = l 

\h\ 
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Z[ D D -卩‘/⑷] 

t = i 


IDJ ⑷ - D J ( a ) 丨•贺 

n 

\ DJ ( Ci ) - DJ ( a )\ 

= 0, 

因为0 1 /在《点连续 • ■ 

虽然在证明定理 2-7 时应用了锁链规则，但能容易地把它去掉 • 
对可微函数有定理 2-8, 对它们的导数有定理2-7,所以锁链规则看 
来似乎是多余的.但是，它有一个关于偏导数的极端重要的推论 • 
定理 2-9 设&， …， R 在 a 点连续可微，并设 /:R m —R 在 
(6(a) ，…， “（a )) 点连续可微.^ F ( x ) =/(&U) ，… ，g») 定 
义 F:R n —R •则 

m 

DfF(a ) =乙 D)/(A(a) ， … ， g m (a) ) • D 成 (a). 

y=i 

证函数 F 正好是复合函数/。心其中 g = ( gl , …， gj. 因 g, 在 
a 点连续可微，故由定理 2-8 得 知&在 a 点 可微. 故由定理 2-2, 得 

F ' a ) = f ( g ( a )) - g \ a ) 

: ( D ,/( g ( a )) ,--*, D m /( g ( a ))) - 

^☆(a) ，…， D^a” 

• • 

• • • 

• • 

、D# m (a) ，…， D』 m (a)J 


但是此式左方第；个元素，而 ZD /( gl ( a ), …， “（ a )) • 

y=i . 

D lgj ( a ) 是右方第 i 个元素 • ■ 

定理 2-9 也常常称为锁链规则，但较定理 2-2 为弱，因为 g 或/ 
可微并不需要 A 或/连续可微（见习题 2-32). 绝大多数要求利用定 
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理 2-9 的规则的计算都是十分直接的.对于由 

F(x y y) =f(g(x,y ) , h(x) ,k(y)) 

定义的 F:R 2 —R , 其中 / i，i：R-R, 要求稍为细致些.为要应用定理 
2-9,用 

— — ~ 

h{x,y) = h(x ) , k(x,y) = k{y) 

定义 && R 2 — R 于是 _ 

D x h(x,y) = h'{x) D 2 h(x 9 y) = 0, 

Dji(^,j) = 0 D 2 k(x 9 y) = k\y ), 

我们可以写 _ _ 

F(x y y) =f(g(x 9 y) y y) ,k(x,y)). 

令 a = (g(x 9 y) ,h{x) 9 k(y) ) , 

D,F(^,y) = Dj/(a) • D, g(x,y) + D 2 /(a) • h r (x ), 
D 2 F(x 9 y) - D,/(a) - D 2 g(x,y) + D 3 /(a) - k r (y). 

当然，没有必要真地写出函数&与云 

习题 


2-28. 求下列函数的偏导数的表 达式： 

( a ) F(x,y) =f(g(x)k(y) 9 g(x) + h(y)). 

( b ) F{x,y,z) =f(g(x + y) My + z)). 

( c ) F(x,y,z) = f(x y y f ,z x ). 

( d ) F(x,y) =f(x,g(x) y h(x,y)). 

2-29. 设 /: R n —R 对 i e R n ， 极限 

l““ ,(a + 以 ） _,( a ) 

t-*0 t 

如果存在的话，记作 D ,/( a ), 并称之为/在 a 处沿方向 X 的方向导数. 

( a ) 试证 D ef / U ) = DJ ( a ). 

( b ) 试证 D tt /( fl ) = tD x f(a). 

( c ) 如 / 在 a 处可微，试证 D x /( a ) = D / U ) U )， 从而 D x + ,/( a ) = D x /( a ) 
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+ D y / ⑷. 

2-30. 设/如习题 24 中所定义.证明对一切 lD x /(0,0) 存在； 但若 g#0, 则对 
一切 X 与 h D x + y /(0,0) = D x /(0,0) + D ,/(0,0) 不真. 

2-31. 设 /:R 2 —R 如习题 1-26 中所定义. 试证： 虽然/在（0,0)处甚至是不连 
续的，但 D x /(0,0) 对一切； r 存在. 

2-32. ( a ) 设 /:R—R 定义为 



X # 0, 

x = 0. 


证明/在0点可微， 但尸在 0点不连续. 

( b ) 设 /:R 2 —R 定义为 

( x 2 +^) sin — ，^. ... 2 ( x , y ) # 0, 

y x + y 

0 ( x , y ) = 0. 



证明 / 在 （0,0) 点可微，但 DJ 在（0,0)点不连续. 

2-33. 求证： Dji 在 a 点的连续性可以从定理2劣的假设中去掉. 


2-34. 一个函数 / : R n — R ， 如对一切 x , 都有 /( 以）= t m f ( x) y 就称为 m 次齐次 
的 .如/还是可微的，试证 


i=l 

提示: 如果茗 (0 = f ( tx ) 9 求 〆 （1). 

2-35. 如 /:1 T — R 可微且/(0) =0，求证存在&:1^—11使得 

n 

f ( x ) = 

i=l 

提示：如果 M «)=/( a )， 则 / U ) = J o 


2.5 反函数 


设 /: R — R 在包含 a 的一开集中连续可微且 /'( a ) # 0.若 
f ( a ) >0,则存在一个包含^的开区间 V 使对 x e 有 / U ) >0； 
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又若 f ，( a ) <0,则有类似的命题.于是/在 K 中递增（或递减），所 
以是 1-1 的，而且存在定义在包含 / U ) 的某开区间 W 上的反函数 
/- 1 .此外不难证明尸 1 是可微的，而且对 y e %有 

『 1),( 力 -Tifkvy 

对高维类似的讨论就复杂多了.但其结果(定理 2-11) 却非常重要.先 
讲一个简单引理. 

引理 2-10 设 4 cR n 是一个矩形，并设 / M — R n 连续可微.如存在一 
数 A / 对4的内域中的一切 x 有 | D ; / l (；0 | ^ M , 則对所有的 u e 
有 

\f(x) -f(y) 1^ nM\ x - j|. 


证我们有 

f\y) -f l (x )= 文 W ， … W + 1 ， … ， 〆) 

y =l 

-/Xy 1 ，…， y 广 1 〆 ， "〆)]• 

应用中值定理，便得（对某 

厂( 〆 ，…， 〆 ，无广 1 ，••• 〆 ） - /*( 〆 ，...， y 广 1 V " 〆 ） 

= ( r y -^) Kz 山 

等式右边的绝对值小于或等于 A / • 于是， 

n 

\f l (y) -f l (x) I ^ X \y J - X J \ - M ^nM\y ^x\ 

/ =i 

因为每一 ' I j ; % ; I ^ I y - x \- 最后，得 

n 

l/(r) -f(x) I ^ X \f l (y) -f l (x) I ^ nM - |y - ^ | 

t = i 

定理 2-11( 反函数定理）设 /: R n — R n 在包含 a 的一个开集中连续可 
微，且 det /'( a )/0. 则存在包含 a 的一个开集 K 和包含 /( a ) 的一个 
开集妒， 使得 /•• 有一个连续可微的反函数 K ， 而且对 
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一切 y e W 满足 


(f- l ) r (y) = [/(/»)]' 

证设 A 是线性变换 D /( a ). 则因 det /( a ) # 0,故 A 是非退化 
的.现在 D(A _1 <>/)( a ) = D(A _1 )(/( a )) o D /( a ) = A _1 。 D /( a ) 是 
恒等线性变换 • 如定理对 A — 1 。/ 为真，显然对/也真.所以我们一开 
始就可认为 A 是恒等变换.于是一旦 /(a + A ) =/( a ) ，就有 

1 /(a + h ) -/( a ) - A ( h ) 1 一 1 h _ . 

\ h \ _ 


但 

l im 1 / (a+/l ) 一-久⑷! . =0 . 
h-^0 I h I 

这表明，对于任意地靠近 a 但不等于 a 的 h 不能有/(幻 =/ U ). 所 
以存在包含 a 在其内域的闭矩形 I /， 使得： 

1. f ( x ) 7^ /( a ), 如 x e "且％#& 

因为/在包含 a 的一个开集中连续可微，还可认为 
2•对％ e U y det f ( x ) # 0. 

3. 对一切心以及 ％ e t /， - I < \/2 n \ 

注意，把 （3) 和引理 2-10 应用于 g (幻 =/ (幻 - h 就隐含着对 
A e U 有 

\ f { x x )- x { - ( f ( x 2 )- x 2 ) y - hi . 

因为 

Ui - ^2 I ~ 1/(^1 ) -f(x 2 ) I ^ \f(x 1 )-X l - (f(x 2 ) - X 2 )\ 

1 , •丨 

$ 2 I 欠 1 — 无 2 I, 


便得到 

4. 对一切 Xj f x 2 e U,\ Xl 一 欠 2 1 彡 2 \f(x l ) -f(x 2 ) |. 
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现在 /(t/ 的边界）是一个紧集，由 （1) 它不含 /(a ) (图 2-3) •所 
以存在一个数 d >0使当 x e ("的 边界）时 |/(a) -/(幻丨多^•令 
W = \ y ： \ y - f { a )\ ("的边界），则 



5 - \y -/(a) I < \y -f(x) I- 

我们将证明，对任一个 y e 『，在"的内域中存在惟一的％使得 
f(x) = y. 为证此，考虑用 . 

gM = \y-f(x )\ 2 = Z (/ ⑷） 2 

t = i 

定义的函数这函数是连续的，所以在上有一个最小值. 
如 ( i/ 的边界），则由（5)，有 g(a) <g(x). 所以 g 的最小值不会 
岀现在 " 的边 界上. 由定理2名， 存在一点 x e ("的 内域），使对一 
切 D jg (x) =0,也就是， 

^2(/ - Djf ^ x ) =0,对一切 y. 

i = 1 

由⑵，矩阵 (D y roo) 有非零的行 列式. 所以对一切 i 必有⑷ 
= 0,也就是 y =f(x). 这就证明了 无的存 在性.惟一性从 (4) 立得. 

如 F = 的内域） n/^OT), 我们已经证明了函数 /: k —w 有 
逆 /'W—K 可把 （4) 改写为 

6. %iy Y ,y 2 e 『，有 I/D -f~\y 2 )\ ^2 |Ji 一川 • 这就 
证明了 连续 . 
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剩下只有 厂1 可微还未证•设 M = D / (幻，我们将证明 / _1 在 :X = 
/(幻处可微，有导数和定理 2-2 的证明中一样，对 〜 e F ， 我 

们有 

f(Xy ) - f ( x ) + fl(Xy - %) + (P(X X - x ) , 

其中 

lim 十 〖一 半 =0. 

x \^ x I x x - x I 

所以 

M _l (/(^i) -/ ( 戈 ） )= +〆 1 ( 沪 Ui 一幻） • 

因为任意一个:^ e 取都具有 /(〜） 的形式（对某一 A e F )， 这可以 
写成 

f\j\) =/" l (r) +At _1 (ri - y) - (<p(f ~ l (ji) -f _ 1 (r)))» 

所以只要证明 

U-WD -/ _ 1 (r)))i , 

lim - = 0. 

m J \ ~ y 


因而（习题 1-10) 只要证明 


lim 

n-*r 


lyC/D -r\y)) 



现在 

\^ r \ jx ) - r \ y ))\ 

\ji -rl 

_ \<p(f~ l (ri) -厂 1 (y))l ~r l (r)\ 

"I/D -r l (y) I Iri -rl 


因为是连续的，当 a — y 时 rkh )—/“（ y ). 所以第一因子趋于 o . 
因为由(6)，第二因子小于2,故乘积也趋于 a I 

应当注意，即使 det /' U ) = o , 反函 数厂 1 也还是可能存在的. 
例如，若 /: R—R 由/(幻 = x 3 定义，于是尸(0) =0,但/有反函数 
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f ' l ( x ) 然而有一件事可以肯定：如 det , ⑷ = 0 , 则广在 /U) 

处必不 可微. 为证此，注意/。广（幻=%•假若厂 1 在 /( a ) 处可微， 
则锁链规则将给出 /'( a ) - ( f ~ l ) ， ( f ( a ))= /,因此 det 厂⑷ • 
det ( f ~ l ) ， ( J ( a ))= 1 , 此与 det/» = 0 相矛盾 • 

习题 _ _ __ 


2-36. * 设4 C R n 是一开集， R n 是连续可微的 1-1 函数，使对一切文皆有 det 
f(x) ^0. 证明 /(>!) 是开集而且厂可微.再证明，对任一开集 
BC > l ，/( B ) 是开的. 

2-37. ( a ) 设 /: R 2 — R 是一连续可微函数，而且 DJQj ) ， D 2 /( x ， y ) 1 不同时为 
0. 试证/不是 1-1 的. 提示: 例如，如果对某开集4中的一切 ( x , y ), D , 
f ( x , y ) / 0,考察由 g ( x ，： K ) = (/( U ) J ) 定义的 r2 . 

( b ) 将这结果推广到连续可微函数 /: R n — R m 而饥<«的情况. 

2-38. ( a ) 如 /: R — R 满足/» /0(对一切 a e R )， 证明/在整个 R 上是 1-1 
的. 

( b ) 用 /( x ， y ) = ( e*cos y ， e * sin y ) 定义 /: R 2 — R 2 . 证明.对一切 （ U )， 
det f '( x , y ) ^ 0 但 / 不是 1-1 的. 

2-39. 利用由 

[ + x sin 丄 % 7^ 0, 
fix ) = 2 ^ 

I 0 ^ = 0, 

定义的函数 /: R — R , 证明导数的连续性条件不能从定理 2-11 的假设中 
去掉. 


2.6 隐函数 

考察由 /U，: k ) = x 2 +/- i 定义的函数 /:R 2 —R 如果我们选择 
( a 9 b ) 使 f ( a ， b ) = 0且 a / 1， - 1，则存在（图 24) 包含 a 的开区间 


1. 原书并没有加这个条件，因此是错的，详见习题解答.——译者注 
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4和包含6的开区间化具有下列 性质： 如果 ; ce 存在惟一的 ye 
谷使得 /( U ) =0,所以我们能够用条件 gU ) eB 和 /( x ， gU )) =0 
定义一函数 g ： A-^R (如果>0，如图24所示，则 g ( x ) = 

yr ^ Z ) .对我们所考虑的函数/，还存在另一个数卜使得 
/ (a A )=0. 这时也会有包含\的一区间 A ， 使得当 x e 4时，有一个 

惟一的 gl 00 e R 使/ ㈠， gl ( x ))=0 (这里= - /TV") .g 
和幻都 可微. 这些函数叫做由方程 /( U ) =0隐含地定义的. 



如果选 a = 1或_ 1，那么不可能找得定义在包含 a 的一个开区 
间中的任何一个这样的函数我们想要一个简单的判别法以决定一 
般在什么时候可以找得这样的函数.更一般地，我们可 以问： 如/: 
R n x R — R 且 / U 1 ， … 〆 ， />) = 0,对（“，••• 〆 ）附近的每个 
( V ，…，/),在什么情况下我们能找得附近的惟一的 y 使得/(/， 
…， =0?甚至更为一般地，我们可以问是否可能求解依赖于 
参数/，•••，/的含 m 个未知数的 m 个方 程：若 


/. : R n xR m —R i= 1， …， m 


2.6 隐函数 


且 

/‘（ a 1 ， …， a '6 1 ， …， = 0 / = 1, …， m ， 

对 U 1 ， …， a n ) 附近的每一（/，•••，/)，在什么情况下，我们能够找 
得 u 1 , …, n 附近的惟一的（ 〆 ，•••，/*)，满足/(乂…，/， 〆 ，…， 
y m ) = 0?回答 如下： 

定理 2-12( 隐函数 定理} 设 /: R n xR m — IT 在包含 （ a ,6) 的一开集中 
连续可微，且 /( a , 6) =0. 令 M 表示 mxm 矩阵 

( D n + y / l ( a ,6)) I < i，j 在 m . 

如 detM /0, 则必存在一个包含 a 的开集4 CR n 和包含6的开集忍 
CR m ，具有下列性质：对每一个 x e 存在惟一的 e B 使得 
f ( x , g ( x )) =0. 这个函数 g 还是可微的. 

证用 F ( x , y ) =( xj ( x ir )) 定义 x R m — R n x R ' 则 

det F \ a , b ) = det M # 0. 则由定理 2-11， 存在包含/ = ( a ，0) 
的一开集 WcR n xR m 以及 R n x R m 中包含 ( a ,6) 的一个开集——我 
们可以把它取成4 xS 的形式使得 xB — 取有一个可微的逆 / i : 
^ x B. 显然/^具有 / i ( i y ) = 的形式，其中 A 为某可 

微函数（因为 F 也有这种形式).设 7 T : R n xir — IT 由 7 tU ，： K ) = 7 定 
义，则7。厂=/所以 

f ( x , k ( x f y )) =/<> h ( x y y ) = ( tt 。 F ) 。 h { x , y ) 

= it 。（ F 。/ i )( x ，； x ) = 7 T ( x , y ) - y . 

于是 / U ， A (〜0)) = 0; 换句话说，我们可以定义尽 U )= A ( x ，0). I 
因为已知函数 g 是可微的，所以容易求出其导数.事实上，由 
于广 （％，尽(幻 ） = 0,两边同取 D , 就给出 

0 = ^jf^X^gix)) + X D n^af l ( X ^g( X ) ) • ^jg a (x) 

a = l 

i = 1 ，…， m ; j = 1 ,***,«. 

因为 detM /0, 这些方程可对 D # a (；0 求解.解答将依赖于各个 D ; / 
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( x , g ( x ) ), 故也依赖于 g (幻. 这是不可避免的，因为函数 g 不是惟 
一的. 再次考察由 /(% ，： T) = X 2 + / - I 定义的函数 /: R 2 — R ， 注意 

到，满足/(〜 〆 ％)) = 0的两个可能的函数 1 是 g (幻 =Vi - X 2 m 

g ( x ) = - y/l - x 2 \ 将 /(%， gU ) ) = 0 求导，给出 

T > x f ( x y g { x )) + D 2 f ( x 9 g ( x )) - g r ( x ) =0， 

或即 

2 x + 2 g ( x ) - g r ( x ) = 0, 
g ( x ) = - x / g ( x ), 

不 论对 〆 幻 =Vi 或 〆 幻 =-yi 确实都是如此. 

可以给出定理 2-12 论证的一个推广，这在第5章中将是重要的. 
定理 2-13 设 /: R n — R p 在包含 a 的一个开集中连续可微，其中 
如 /( a ) = 0 且 px/i 矩阵 ( D /' U )) 有秩 P ， 则存在一开集 4 CR n 以及一 
个具可微逆的可微函数使得 

f ° … 1 ， … 〆 ）=( 广 P+1 ，…， /). 

证我们可以把/看成是一个函数 /: R n - p x 若 detM / 

0,其中 M 是 pxp 矩阵 （ D n _ p+j f 则这正好是定理 

2-12 证明中所考虑的 情况； 正如在那个证明中指出的，存在 A 使得 
fo h ( x \-- y x n ) =( 广 P+1 ，•••，/)• 

一般地，因为 （ D ;/ l ( a )) 有秩/>，将 存在乂 <… <人使得矩阵 
( V l ( a))(l ^ i^pj =义，…， 4) 有非零的行列式.若 K 
置换各^使得 g (/， … 〆 ）= (…义 、…，彡），则/。客正是已经考察过 
的类型的函数，故对某个 M (/。 贫）。 A )(/， … 〆 ）=(/_，… 〆 )•令办 
= g 0 k. \ 


1. 当然指的是可微函数.——译者注 
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习题 __ 

240. 利用隐函数定理重做习题 2-15( c ). 

2-41. 设 /: RxR—R 是可微的.对每 一 = f ( x , y ) 定义 R * 
假定对每一个％存在惟一的 y 使得 〆 * ( y ) =0;令 c (幻是这个 y . 

( a ) 如对一切（〜 y )， D 2 . 2 /(:， y ) /0,试证 c 可微且 

、 ^ 2 A f { x , c ( x )) 

CW = ~ T ) 2 a f ( x , c ( x)Y 

提示： 〆 *(7) = 0可以写成 D 2 /( jt ， y ) = 0. 

( b ) 试证：如果 c '( x ) = 0,则对某一个 y ， 有 

D 2 .,/( U ) = 0， 

D 2 /( 太， y) = 0. 

(c) 设 /( 欠 J) = In j - y) - y In 欠•求 


max ( min f(x,y )). 


2.7 记 号 


本节对与偏导数有联系的古典记号作一个简略的、但不是完全 
非主观的 讨论. 热衷于古典记号的人们把偏导数记作 

a / U ’ y ’ 或^或%， y ， z ) 或 

dx dx dx dx 


或任何其他方便的类似记号 • 这个记号迫使我们把写成 




( U ，1；， M ；) ， 


虽然可以用记号 


紙 °° ，y 必 M df(x ^ ,z) (u 9 v 9 w) 

(x,y,z) =(u,v,w) 

或某种类似的东西（而对一个像 D , /(7,3,2)的式子就必须用这种记 
号).对 D 2 / 和 D 3 / 也用了类似记号.高阶导数用像这样的记号 
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D 2 Di/(^,r,^) 


d 2 f ( x , y , z ) 

dydx 


来表示.当 /: R — R 时，记号 d 自动地恢复为 d ; 比如写作 


d sin 
Ax 


而不是 


d 


dx 


在古典记号下，仅就定理 2-2 的叙述而言就要引进一些不相干的字 
母.对^以八心^))，通常的求法 如下： 

如 /( u ， i ;) 是一函数，而 ( x 9 y ) , v-h ( x ， y ) ，则 


df ( g ( x , y ) 9 h ( x 9 y ) ) _ df ( u ， v ) du + df ( u 9 v ) dv 
dx du dx dv dx 


记号 $ 表示^，而 $/( u ， i ;) 表示 f ( g ( x y 

r), j 此式常简写成 


dx du dx dv dx 

注意，在这式子两边的 / 是有所区别的！ 

记号 d // ck 总多少有点儿诱人，它已分别引出许多关于 ck 和 d / 
的定义(通常是无意义的) • 其惟一的目的是得出式子 

df = ^- • dx 
J dx 

若 /: R 2 — R ， 则 d / 的古典定义为 


d/ = 




(不管 ck 和办表示什么）. 

第 4 章包含一些严格的定义，这使得我们能够作为定理来证明 
以上各式.这些现代的定义是不是比古典的格式有实质性的进步， 
这是一个棘手的 问题； 读者必须自己来判定. 


第 3 章积 分 


3.1 基本定义 


函数 /:4— R 的积分，这里>1 CR n 是一个闭矩形，其定义和通 
常的积分如此相似，所以只须简短地 讨论. 

回想一下，闭区间 [ a ,6] 的分法 P 就是一串点^)，…，。这里 
a = t Q 砭 h 砭…砭 t k = b . 分法 P 把区间 [ a ，6] 分成 A : 个子区间 
[^_i Ji ] • 矩形[〜，卜 ] x … x [ a ni b n ] 的分 法尸就 是一组分法/ 5 = 
( A ， …， A ) 是区间 [ a iA ] 的分法.例如设尸1 = ~， …人是 [〜， 
办1]的一个分法，尸2 =〜，…，〜是 [ a 2 ,6 2 ] 的一个分法.于是[〜，卜] 
x [ a 2 y b 2 ] 的分法 P = ( P ^ P 2 ) 就把这个闭矩形分成灸 • /个子矩阵， 
[WJ x [ h ，\]是其中典型的一个.一般说来，如 果尺把 hA ] 
分成况个子区间，则 P = (/ V “，尸 J 把 [ ai A ] x … x [ a „ 人]分成 
N = N ' • N n 个子矩形.这些子矩形就叫做 分法/^的子矩形. 

现在设4是一个矩形， / M — R 是一个有界函数，而 P 是4的一 
个分法.对此分法的每个子矩形令 

m s ( f ) = inf |/(^) ： x b S \ , 

M s ( f ) = sup \ f ( x ) : x b S \ , 

v ( S ) 为 S 的体积[矩形 [% A ] x … x [ a „ 人]和(〜入） x … x 
( a „，0 的 体积都 定义为-〜）“伐_0] • /关于尸的 下和和 
上和分别 定义为 

Uf , P ) = • v ( S )， U ( f ， P ) = ^( S ). 

显然1(/，尸）在 f /(/, P ), 还有更强的结论 (3-2) 也成立. 
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引理 3-1 设分法尸'加细了尸（即 〆 的每个子矩形都包含在尸的一 
个子矩形中）.这时 

i(/,p) am 以及"(/,，）在 u { f , p ). 

证 p 的每个子矩形 s 都被分成了 〆 的几个子矩形&，… ，心 ，于 
是 t;(S) = HA) + … + v ( S a ). 现在 m s (/) ^ rn Si ( f) y 因为当 x e S 
时的值 /U) 中包含了 ％ e 乂时的全部值 /( 幻（可能还包含有更小的 
值).所以 

m s ( f ) • v ( S ) = m s ( f ) • v(S ,) + …+ m s ( f ) • v ( S a ) 

^ m Sl ( f ) - t^S !) + … + m Sa ( J ) • v ( S a ), 

左方对所有 S 各项之和是 I(/,P ), 而右方各项之和是•因 
此 M/， 尸） ^ L ( f , P f ). 对上和的证明类似 .■ 

推论 3-2 若 P 与，是任意两个分法，则 L (/， 〆 ） 彡 U { f f P ). 

证 设分法同时加细 P 和尸’（例如取 f = (C, …， O 
是[七，\]的一个同时加细6和6的分 法）. 于是 

uf 、 n 《 u/ ， n( u(f ， n 《「(/，)•■ 

从推论 3-2 可得，/之所有下和的上确界小于或等于/之所有上 
和的下 确界. 函数 /:/4—R 如果有界而且 supU(/，P) 丨= inf| U ( J 9 
尸 ）1 就称/在矩形4上 可积. 上和下确界和下和上确界的公共值记 

作丄/，并且称为/在4上的 积分. 时常也采用 I /(:，•••， 
/)心匕.(1^这样的记号.如果 R ， 而且则 ff = 

\ [ ab J . 下面的定理给出了可积性的一个简单而有用的判 别法. 

定理 3-3 有界函数 / M — R 为可积的充分必要条件是对任一 s >0都 
有>1的一个分法尸， 使得 u(/，n - L(/，n < e . 

证 若此条件成立，显然8叩{1(/，尸）}= “{{/(/，尸）}且/可 
积. 另一方面，若/可积，则 su P U(/，P)}= …{[/(/，尸）}，于是对 
任一 e >0必定有分法 P 和尸，存在使厂(/，尸）_[(/，〆）<&若，同 



时加细尸和，，由引理 3-1 有叭/， 〆 ）- i (/， n 矣 u ( f ， p ) - Lij，n 
< ^. I 

我们将在后面各节里刻画可积函数的特性并且找出计算积分的 
一种方法.目前我们只考虑两个函数，一个可积，一个不 可积. 

1. 令 R 是常值函数， / U )= C . 于是对任意分法 p 和子矩形 

S 都有％ (/) = M s (/) =。，因此1(/，尸） = U ( f , P ) = ^ c - v ( S ) = 

s 

c • v(A ). 所以 j^/ = c • v(A). 

2. 令 /:[0，1] x [0，1 ]—R 定义为 

f(x ) = ro 若 怎是有 理数， 

- ii 若％是无理数. 

若 p 是一个分法，则任一个子矩形 s 既包含％为有理数的点 b ，： r ) ， 
也包含 X 为无理数的点 U ， y ). 所以％ (/) =0而 M s (/)=1. 于是 

L(f,P) = ^O-v(S) =0 

s 

而 

U(f,p) = X 1 1(S) =<[0 ， 1] X [0,1]) = 1. 

s 

所以 / 不可积. 

习题 

3-1. 令/:[0，1] x [0，1]— R 定义为 

0 若0矣％ < 士， 

/U ， y) = _ 

1 若+ < ^ < 1. 

证明，可积而且 i 崩。，■ 〆 = 如 

3-2. 令 /M — R 可积而除在有限多个点以外 g =/. 证明 g 是可积的而且 

L f = L g ' 




48 第 3 章积分 


3-3. 令 R 均为可积. 

(a) 对4的任意分法 P 及其子矩形求证 m s (/) +m s (g) < m s (/+ 尽）， 
而仏(/ +总） + M s ( g ) ,因此乙(/，尸） + L ( g , P ) 矣 L(/+g，P)， 而 

u(/^g,p) ^ m，n +m. 

(b) 证明 / + g 也可积而且丄 ( / + g) = J[/+ [ g - 

(c) 对任意常数 C ， 证明 

34. 令 /: A—R ， 而 P 是 4 的一个分法.证明/为可积当且仅当对于4的每个子 
矩形 s， 函数 /is (即/限制在 s 上)均为可积，并证这时 J/= X{/|5. 

3-5. 令 R 均为可积并设/彡客.求证丄/矣丄客. 

3-6. 令 / M—R 为可积，证明1/1可积而且 |jy|^ I |/| . 

3-7. 令/:[0，1] x [0,1]—R 定义为 

r0 ^为无理数， 

f{x ^ y) = ■ 0 X为有理数， y 为无理数 

■ l/q x 为有理数， y 为既约分数均 >0. 

证明/可积而且{。, 味〆 = 0. 


3.2 测度零与容度零 


R n 的子集4具有 U 维)测度0,如果对任何 O 0 都有4的闭矩 

00 

形的覆盖{[/ 1 ,{/ 2 ，[/ 3 ，.“}使得2>(仏）<^很明显，若4有测度0 

» = i 

而且 SC /1， 则 S 也有测度0 (记住这一点是有用的).读者可以验 

证，在测度0的定义中可以用开矩形代替闭矩形. 

只含有限多个点的集明显地测度为0.若4含有无限多个点但是可 

以排成一序列 A ， a 2 而，… ，则4也有测度 0. 因为若^0,我们可取闭 

00 00 

矩形 G 包含％，而且 zKM ) < ^/2\ 这时 XviUj < ien 1 二 e . 

t=l i= 1 
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0与1之间的全体有理数之集是可以排成一可数的无限集，这是 
一个重要而且令人惊讶的例子.为了看出这一点，把下面的阵列中 
的分数按箭头次序排列起来（去掉重复的和大于1的数 ） ： - 



可以给出这个思想的一个重要推广. 

定理 3 * 4 若 /I =岑 U / l 2 U ' U …而每个次均有测度 0 ， 则 A 也有 
测度 0 . 

证 令 e >0. 因为 | 有测度0,故有 < 的闭矩形覆盖丨仏，,， 
00 

R, 2 ，K,3, …丨使 1 ^( < e / 2 \ 于是全体 R，, 的族形成/I的一个 

覆盖.考虑阵列 ； 



QO 

我们看到，这个族可以排成一序列、，。，。，…，很明显 5>( K ) < 

1 = 1 

00 

X = e- I 

t = i 

R n 的子集 七 如果对每个 e >0 都有闭矩形构成的 4 的有限覆盖 
%，…， t /„} 使 iwto <6就说是具有 b 维) 容度 0. 如果/!具有 

t = i 

容度0,很明显它也具有测度 0. 定义中的闭矩形还是可以换成开矩形. 
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定理 3-5 若 a < 则 [ a ，6] C R 不能有容度 0. 事实上，若丨 

n 

…， t / J 是 [ a ,6] 的闭区间有限覆盖，则 1>( K ) 多 b - a. 

i = i 

证 很明显 可以假设每个 G n [ a ，6] / 0. 令 a = … 

< t k - 6是所有 G 的所有 端点. 于是每个 〆 G ) 是某些的和. 
此外，每个至少含于一个 G 之内（即任一包含的内 
点的 G )， 所以 

n k 

Z (G - l j-i ) = b - a. I 

i=i y=i 

若 a < 6, [ a ,6] 也不会有测度 0, 这是由于 
定理3>6若4为紧的且有测度0，则4也有容度 0. 

证令 e >0. 因为4有测度0,所以4有开矩形的覆盖 K ，％，••• 

j ^ viU ^ Ke . 由于/ I 为紧的，这些 M 中的有限个 G ， …， R 即可覆 

i = l 

n 

盖/ I ，而且必定有 ^viU,) <e. \ 

若4非紧，定理3名的结论 不真. 例如，令4为0和1之间的有 
理数集，则4有测度 0. 但若丨[、卜]，…， U „ A ]! 覆盖九则4必 
包含于闭集 [ a , A ] U … U [〜， 6„] 中，从而 [0,1] C [ a ,,6,] U 

n 

… U [a n 9 b n ] . 由定理 3-5 知对任意这样的覆盖乙 （乂 - O >1，所 

i=l 

以4不能有容度 0. 

习题 

3-8. 证明： 若对每一 i 如果 R < 6, •，则 [ ai A ] x … x [ a „，6„] 不能有容度 0. 
3-9. ( a ) 证明无界集不能有容度 0. 

( b ) 作一个测度为0而容度不为0的闭集的例子. 

3-10. ( a ) 若 C 是具有容度0的集，证明 C 的边界也有容度 0. 

( b ) 作出一个测度为0的有界集 C 的例子，使(:的边界测度不为 0. 

OD 

3-11. 令4为习题 1-18 中的集•若 X(^i - A ) < 1，证明4的边界不能有测度 0. 
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3-12. 令 /:[ a ，6]— R 是一个增 函数. 证明 U :/ 在 x 点不连续 I 有测度 0. 提示: 

用习题 1-30 证明 \ x ： o { f y x ) > l / n \ 对每个整数 n 都是有限集. 

3-13. -( a ) 证明一切矩形[ 0| ，6,] x … x [ a „ 太] 之集可排成一序列，其中所有 
A 和 6,. 均为有理数. 

( b ) 若 AC R n 是任一集，0是4的开覆盖，证明必存在0中之元素的序 
列^，^，(^，…也覆盖儿 提示： 对于每一点欠 e 都有一个矩形 

B = [ a , ,6 j ] x … x [ a R ，6 n ] ，其中〜，卜都是有理数，使得％ b BC 
U ,U E 0. 


3.3 可积函数 

回想一下，0(/，幻表示/在X处的振幅. 

引理 3-7 令>1为闭矩形而 /: A — R 是一个有界函数且对一切 x e 4都 
有 o(f，x) < e . 这时必有/ I 的一个分法尸使叭/,/ 5 ) _ L (/， P ) < s • 
v ( A ). 

证对每一点^ e 4都有一个闭矩形 R 以^为其内点，使得 
M Ux ( f ) - m Ux ( f ) < e , 既然4为紧集，集 R 中有限多个％ ，…，匕 
即可覆盖丄令 P 是4的一个分法使其每一个子矩形 S 都含在某个 
中. 这时峋 (/) - m s ( f ) < e 对于 P 的每一个子矩形 S 都成立，所 
以 、 


U(f，P) •[(/，尸） = 2 [虼 (/) _m s (/)] -z ； (S) 

s 

< e • v ( A ). I 

定理3名 令 4 为闭矩形而 /:/!—R 是有界函数.令5=4:/在^：点不 
连续丨.当且 仅当忍 为测度0集时/为可积 • 

证 先设谷 有测度 0. 令 e >0，圪= • 于是仏 
c B , 而 I 有测度 0. 因为'为紧集（定理1-11)，故'有容度 0. 

这样必有闭矩形的有限族…， R 其内域覆盖足而且 |>( G ) < ^ 
令 P 为4的分法且使其每一个 P 的子矩形都分属以下两组（见 
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图 3-1): 



图 3-1 有阴影的矩形在&中 

(1) 它包括含于某个 G 内的子矩形 S:S C 

( 2 ) s 2 , 它包括能使 snA = 0 的子矩形& 

设当 x e 4时 1/( 幻 | < M 于是对每个 S , M s ( f ) - m s ( f ) < 2 M 

因此 

n 

X l M s ( f ) - m s ( f ) ] • v ( s ) < < 2 Me ‘ 

ScS] 1 = 1 

若 S e S2 ，则对 x e S 有 o { f ， x 、< s . 引理 3-7 导出，存在着尸的 
一个细分 P '使得对于 S e S 2 有 

X -〜(/)] • V ( S， ) < ^ • v ( s )- 

s'cs 

于是 

u(f ， p，) - L(f ， p，）= x [〜，(/) -％ (/)] ( s ’） 

S - CSeg , 

+ X - m s r ( f ) ] • V ( S， ) 

SXSeS 2 

< 2 Me + ^ e * v ( S ) 

Se %2 

^ 2 Me + e m v ( A ). 
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因为 A / 和 tKW 都固定，上式说明可以找到一个分法产使 "(/, 
n - uf，n 可任意小.故/可积. 

反过来，设/可积，因为万 =' U ^_ U 5+ U … ，所以（由定理 

34) 只要证明每一个都有测度0即可.事实上我们将证明每个 
B 丄均有容度 0( 因紧的，这与测度0是等价的） • 

n n 

若 e >0, 令 P 是/ I 的一个分法且使"(/，/>) -L(f,P) <e/n •今 
S 为 P 中与 Bx 相交的 S 之集.于是 S 是 万丄的 覆盖.如果 SeS ， 则 

n n 

M s (f) ~m s (f) .于是 

Tt 

丄 . YMS) < Z [ 鹎 (/) -m s (f)] .v(S) 

n Sb$ Sei 

彡 X ^ M s(f) - %(/)]• ^(S) < 


从而 ^ >(S)<A I 

Seg 

至今我们只讨论过函数在矩形上的积分.在其他集上的积分很 
容易划归这种类型.若 CCR ' 定义(:的特征函 数心为 

^ c (,) = (° 以 C ， 

U X E. C . 

若对某个闭矩形 4 有 CCA 而 / M — R 为有界，只要 /4 c 是可 
积的，贝 ij 定义 J ^/ 为 {/•☆• 如果/和 h 都是可积的，那么 /•☆ 一 
定是可积的（习题 3-14). 

定理 3-9 函数 R 当且仅当 C 的边界具有测度 0 (从而也具有容 
度 0) 时可积. 

证若^在 C 的内域中，则有一个开矩形 r 使％ e [/ CC . 于是 
在[/上 h = l 而且 h 在^点显然连续.同样，若％在 C 的外域中， 
也有一个开矩形 i / 使％ g UCR n - C . 于是在 i / 上 h =0 而 h 在戈 
点 连续. 最后，若 ％ 在 C 的边界上，则对任一包含％点的开矩形 R 
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其中有 yi e U D C 从而 = 1，也有 y 2 e n ( R n _ C ) 从而 
Xc { y 2 ) =0. 因此 A 在 X 不 连续. 于是 U : A 在％点不连续 1 = (C 
的边界），再由定理 3-8 即得结论 .■ 

边界具有测度 0 的有界集称为是约当 （ Jordan ) 可 测的.积分 

称为 C 的 （ n 维） 容度或 （ n 维） 体积 • 一维体积自然地常称为 长度， 
二维体积称 为面积 • 

习题 3-11 说明甚至开集 C 也可能不是约当可测的，于是即使令 
C 是开集而/连续， I ,/也不一定有定义.这种令人不快的情况马上就 
要加以纠正. 

习题 ___ 

3-14. 证明若 R 均为可积，则 /* g 也可积 • 

3-15. 证明若 C 具有容度0,则必有某个闭矩形4使 CC 4 成立，而且 C 是约当 
可测的，以及 j A Xc = 0. 

3-16. 作一个具有测度0的有界集（:的例子使得 I 产不存在. 

3-17. 若 C 是一个测度0的有界集而且存在，求证 =0. 提示: 证明对 
一切分法/ > ， L { Xc , P ) =0. 用习题 3-8. 

3-18. 若 / M — R 是非负的，而且|/ = 0,求证 U :/ U ) ^0|具有测度0•提 

示： 求证对一切正整数 m 有{。/(幻有容度 0. 

3-19. 令为习题 3-11 中的开集，若除一个测度 X )的集外有/=☆，贝 ij / 在 
[0,1] 上不可积. 

3-20. 证明增函数 /: U ，6]— R 在 [ fl ，6] 上 可积. 

3-21. 若4为闭矩形，求证 CC 4 为约当可测当且仅当对任意 s >0必有4的一 
个分法 p 使得 Z v ( s 卜 X v ( s ) <^, S . 表示一切与 c 相交的子矩形之 

5 e 5 e $2 

集， S 2 表示一切含于 C 内的子矩形的集. 
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3-22. •若4为约当可测集且00,求证必有一个紧约当可测集 CCA 使得 



3.4 富比尼定理 


定理 3-10 在某种意义下解决了积分的计算问题，它把 R n 
( n > l ) 中闭矩形上积分的计算化为 R 中闭区间上积分的计算.这个 
定理很重要，值得专门起个名字，通常称为富比尼 （ Fubini ) 定理，虽 
然它只是富比尼所证明的一个定理的特例，而且是在定理 3-10 发现 
多年后，才被富比尼证明的. 

这个定理蕴涵的想法最好是用正连续函数 /:[ a ,6] x [ c ， d ]— R 来 
说明（图 3-2). 令‘… 山是 [ a , i ] 的一个分法，并用线段 U ] x [ c ， 
d ] 把 [ a ，6] x [ c ， d ] 分成 条. 若用 g *( y ) =/( x ， y ) 定义 g *, 则在 / 
之图像下方以及 x [ cM 上方所围的区域的面积是 



图 3-2 

所以在/图像下方以及 x [ c y d ] 上方的区域的体积近似 
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等于 U - ^-1) • £/(^：)0办，对任意^ e [WJ •故 

n 辨 

之值近似等于全（匕 -^-i) - f f('， r)dy, 七在 [匕- ,A ] 之中•另一 

i = l 

方面，类似的和也在 £( J ^/( x ， y ) d ^ 如的定义中出现 • 所以，若& 

是由= fg；r = |V(x，：)Ody 定义的，就有理由设想"在 [ a ，5] 
上可积，而且 

Ly f m/ = t h = ^f/ {x ' y)Ay ^ dx - 

事实上，当/为连续时这确实是成立的.但在一般情况下可能存在问 
题.例如，设/的不连续点集是沁 ot X [ c ，d]，〜 是 u，6] 中某点. 

于是/在 [a，6] x [c，d] 上可积，但 /^Uo) = |V(%，:r) d ：r 甚至无定 

义.所以富比尼定理的提法看起来有点奇特，在它后面将要加一些 
关于各种特殊情形的注解，这时的提法可能比较简单 • 

我们要用到一些名词 • 若 /d—R 是一个闭矩形上的有界函数， 
这时，不论/是否可积，所有下和的上确界和所有上和的下确界都存 
在. 它们分别称为/在4上的下积分和上积分，并且记作 

4/和中， 

定理 3-10 (富 比尼定理） 令4 C R n ， 忍 C R m 均为闭矩形 ， /M x 
召 — R 为可积 • 对$ e A ，定义 R 为 g x ( y ) = f ( x , y ) ,再令 

<C(x) = hj s g x = hj B f(x,y)dy, 
g x = U| fl /(^,r)dy. 


從 ⑷ =U • 

JB 


于是 ii 和级"在 4 上均可积，而且 
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L /= I £ = />// ( ^ r)dr > d ^ 

L/f 办) 如， 

( 式子右方的积分称为/的逐次积分 •） 

证 令匕是4的一个分法， A 是 B 的一个分法.它们可以合 
并成的一个分法 P， 其子矩形 S 都是 S 4 xS s 这样的形状，其 
中 S, 是分法匕的子矩形，心是分法的子矩形.于是 

Uf ， P ) 二 X m s(/) • V ( S ) = X m S A xS B (f) • V ( S A X S B ) 

s S A ,S B 

=S ( Z m ^x 5/ ,(/) - V ( S a )' 

S A S B 

现在，如果 x e S 4 ，那么显然有 m SAXSB ( f ) ^ m SB { g x ). 从而对无 e 
心有 

Z 〜知 (/) X m s B (S x ) (S s ) 

Sb s b 

彡 L L gx = 尤⑷ 

所以 

ld m s A , s B ( f ^ ^( S B ))- v ( S A ) ^ L (£ 9 P a ) 

S A S B 

于是我们得到 

L ( f , P ) ^L(£,P 4 ) ^ U (£， P A ) < U (^/ 9 P A ) ^ U ( f ， P )， 

最后一个不等式的证法和第一个的证法完全一样.因为/可积， 
sup{L(/,P)| = inf| U { f , P ) I = [ f - 于是 

JAxB 

sup!L(ii,PJt = inf|t/(£,PJ! = [ /• 

JAxB 

换言之，尤在 4 上可积而且 [" f = [£. 从不等式 

JAxff JA 
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L ( f , P ) ^ L(£,FJ ^ U ^, P A ) ^ UdP A )< U ( f , P ) 

可以类似地证明关于欲的结论 • I 

注 1. 用类似的证法可证 , 

L /= / fl (L//(*,r)ck)d r = \ B {v[Ax,y)6x)Ay 

这些积分叫做与定理中次序相反的/的逐次 积分. 后面几个习题表 
明，逐次积分交换次序的可能性有许多推论. 

2. 实际上时常出现每一 个义都 可积的情况，这时 

L / = Kl /(a： ^ )dr ) (k - 

当/连续时，上式一定成立. 

3. 时常遇到的最坏的不正规性的情 况是仏 只对有限多个 X e 4不 
可积.这时，除有限多个 X 外，必(幻= \ j ( x , y ) Ay . 因为当在有限多 

个点上重新规定£之值时， { £之值不会改变，所以若在 \ B f { x , y)Ay 

不存在时任意给它一个值，例如令它为0,我们仍可写成 f / = 

JAxB 

j A (j B f(x,y)dy)dx^ 

4. 在有些情况下这也行不通，定理 3-10 必须按照上面的提法来 
用.令/: [0, l ] x [0, l ] — R 定义为 

rl 若 X 为无理数， 

f ( x y y ) = 1 若 X 为有理数而 y 为无理数， 

11 -1 /g 若 x 二 p/q (q>0) 为既约分数而 y 为有理数. 

这时/可积且 h i ] x [() i ] /= l . 若 X 为无理数，= 1，而当 

X 为有理数，它则不存在.所以，当积分 W 幻= jf / U , y ) c ^ 不存在 
时令它为0,则 A 不可积. 

5. 若4 =[〜，乂] x … x [〜,6„]而/:4— R 可积，我们就可以 
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…， / ) dbc 1 ) 


6.若 C C A x B ， 富比尼定理也能用来计算 f c /， 因为它是由 


f h / 定义的.例如，设 

JAy.B 

C = [ - 1 ,1] x [ - 1,1] - i ( x 9 y ) : I ( x 9 y )\ <1(. 


则 


现在 




f ( x , y ) - Xc ( x y y ) dy ) dx . 


^c(x,y) 


0 


若 y > -/l - 或 y < _ y/l -X 2 ， 
其他情况. 


所以 

f(x 9 y) -Xc{x y y)Ay = | ^ "f{x y y)Ay + j^—f(x,y)dy. 

一般来说，若 CC / lxB , 在推导 J * e / 的表达式过程中，主要困难在 

于决定 C n ( bl xB ) ,x E A . 对 y e B f C H (A x \ y \ ) 如果是比较 
容易决定的话，那么就应该应用逐次积分 

j c f = | B (| A /(^ ， r) -Xc{x y y)Ax)Ay. 


习题 

3-23. 令 CC / lxB 具有容度 0. 令水 C 4 是使 |y e B : h ， y ) e C 1 不具有容度0 
的一切4之集.证明 / T 是一个测度为0 的集.提示： 心可积而 
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= I 從 = I 必 ，所以 I ^ £ = °- 

3-24. 令(：〔 [0,1] x [0,1] 是所有 ipA/i x [0,1/ 9 ]之并，其中 pA / 是[0，1] 
中化为既约分数的有理数.利用 C 证明习题 3-23 中的“测度”不能改成 
“容度”. 

3-25. 对 n 用归纳法证明，若对一切乙 R <6,. ，贝!] x … x [ a „ 人]不是测度 
0 (或容度 0) 的集. 

3-26. 令 /:[ a ，6]— R 为可积且非负，再令~ = j U ， y ) : fl 矣文矣6,0彡 y 彡/(文）1 • 

证明' 为约当可测且有面积 jf /. 

3-27. 若 /:[ fl ,6] R 为连续，证明 


11’(文， 7 )心办= ( jy( x ， y ) dy 


dx . 


提示 •• 对一个适当的集 CC [ a ,6] x [ a ，6]， 用两种不同方法求 

5*28,设 D ,，/ 与 D 2 ，,/ 都连续，应用富比尼定理对0 1 ， 2 /=0 2 ，,/给一简证.提 
示：若 - D 2>1 / ( a ) >0,必存在一个包含^的矩形4,在其 
上 Di ， 2 /- D 2 i/>0. 

3-29. 设 R 3 的一个集是由 yz 平面上一个约当可测集绕 2 轴旋转而成，用富比尼 
定理导出其体积公式. 

3-30. 令 C 为习题 1-17 中的集，证明 

LJL^ (x ^ )(k ^ = LSL^ c(x ^ )dy ^ = 0 ' 

但1_<^不存在 ■ 

3-31. 若4 = [& A ] x … x [〜人]而 R 为连续，定义 / VI—R 为 


F ( x ) = f . 

J[ai ， xl]x—x[a n ,xnY 

当 x 为4之内点时， D ， (幻取何值？ 

3-32 ••令 / : [ fl ，6] x [ c 川 — R 连续，并设 D 2 / 连续.定义 F ( y ) = [f(x 9 y)dx. ffi 
明莱布尼兹 （Leibnitz) 规则 r(y) = J^D 2 /(\y) 叔提示： F(y) = ( f ( x ， 
y)^x = J^(| D 2 /(«,77)d77 +/(«,c) )dx 
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(其证明将表明 D 2 / 的连续性可用弱得多的假设所代替 •） 

3-33. 若/: [ a ，6] x [ c，—R 且 D 2 / 连续.令/^(龙， y ) = [/(。)0出. 

( a ) 求 和 D 2 K 

( b ) 若 C ( x ) = 出，求 CU ). 

3-34 .•令&，&:圮—11为连续可微并设0 1 &=0 2 心.如习题 2-21 那样，令 

f ( x ， f ) = ^ g x ( t ,0 )dt + ^ g 2 ( x , t ) dt . 

证明 = g l ( x , y ). 

3-35. *( a ) 令 g 为 R n — R n 以下几种类型之一的线性 变换： 


jg ( e i ) = 
\g(ej) = ae j 


句’ J 咖 ）= q i 句’ 
U(«；) = e j + e -t 


g(^k) = Q k ^ l J 

g ( e i ) = e j 
g (^ j ) = e i - 


若 f / 是一个矩形，证明 g ( f /) 的体积是 Idetgl 1 ((/). 

( b ) 证明对于任意线性变换 g ： R n - R n lg ( U ) 之体积是 | detg | - ^( t /) • 
提示： 若 detg / O , 则 g 是 （ a ) 中考虑的那些类型的线性变换的 
复合. 

3-36. •(卡伐列里 （ Cavalieri ) 原理）.令/ I 和 B 是 R 3 的约当可测子集.令 
次 = i (^ r )：(^, r ^) ^ A | ,类似地定义设每个次与坟均为约当 
可测并有相同而积.证明4与 B 体积 相同. 


3.5 单位分解 


我们将在这一节里介绍积分理论中一个极其重要的工具 • 

定理 3-11 令 / lcR n 而 0 是 4 的一个开覆盖.于是必有 C 00 函数屮 
的一个集合$， p 定义在一个包含4的开集上，且有以下 性质： 

(1) 对于每个: t 4我们有0 < < p ( x ) ^ 1. 

(2) 对于每个 x e 4均有一个含％的开集 K 使在其上只有有限多个 
(p E. $ 不为 0. 
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(3) 对于每个 x e 4，我们有 [< p ( x ) =1( 由（2)，对每个欠， 

^ e 4> 

在某个含 X 的开集中这个和是有限和). 

(4) 对于每个均有0中一个开集"使 p 在"内的某个 
闭子集外 <p = 0 . 

(一组满足 （1) 到 （3) 的函数集合$称为4的 C 00 单位 分解.若$也满 
足 (4), 就说它 从属于 0. 在本章中，我们只用到函数#的连续性 .） 
证情况 1. A 为 紧的. 

这时0中有限个开集 K ， …， R 覆盖儿显然只要作出一个从属 
于覆盖丨&,•••，％!的单位分解就够了.我们先构造紧集 A C G 使 
其内域覆盖丄集 A 可以用归纳法用如下方法 构造. 设/^，…，仏已 
经构造好使得的内域，…， A 的内域， ％ +1 ，…，覆盖 i 令 

C k+{ = /! - (int D ! U … U int D k U "“2 U … U U n ). 

于是 C A+1 c t 4 +1 而且是紧的.因此可以找到一个 紧集认 +1 (习 
题 1-22) 使得 

c k+l C ( D k + l 的内域）而且仏 +1 C 

作出 A ，…，/>„以后，令也是一个非负 c 00 函数，在 A 上为正， 
在某个含在 G 内的闭集之外为 0( 习题 2-26). 因为…,，…，覆 
盖1故对某个包含4的开集 [ 中一切^点，有 AU ) +•••+») 
> 0. 在 " 上定义 

/ x _ 中 M _ 

~ _)+••• + t(xy 

若/:(/4[0，1]是一个 C 00 函数，在4上为1而在含在 i / 中的某个闭 
集之外为0,则 0) = I / /^ J 即为所求的单位分解. 

情况 2. A = A , UA 2 UA 3 U 其中每个4为紧而且禹 C ( A i+l 
的内域). 

对每个 i ， 令由 0 中一切"所作的"门组成. 
于是 0; 是紧集仏=禹 - int 的开 覆盖. 由情况1有 R 的从属于 
Oi 的单位 分解免 • 对于 X G A , 和数 
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cr(x) = Z <p(x) 

9 >e 中,•，一切 i 

在某个包含 x 的开集上为有限和，这是由于，若 x e 4，对 P e 
Kj ^ i +2, 我们有 pU) =0. 对于每 一钇中 的每个#，定义〆 U) 
= < p ( x )/ a ( x ) . 一 * 切〆之集即为所求的单位 分解. 

情况 3. 4为 开集. 

令次 = k 且义到4边界的距离彡1 川， 再应甩倩况 2. 

情况 4. /!为任意 • 

令 B 为0中一切"之并華.由情况3,必有 S 的单位分解，它 
也是4的单位分解 . 丨 * 

定理的条件 (2) 的一个重要推论应该引起 注意. 令 CC 4 是紧 
的.对每一个 X e C 均有一个包含 x 的开集使得只有有限多个# 
e ( D 在 h 上不为 0. 因为 C 是紧的，有限多个这样的 R 即可覆盖 
C . 于是只有有限多个 p e $在 C 上不为 0. 

单位分解的一个重要应用可以说明它的主要作用——把局部得 
到的结果拼接起来.开集4 c 1T 的一个开覆盖0称为可容许的，如果 
每一个 e 0都包含在4内•若$二 Id 为从属于0的单位分解， 
/ M — R 在4之每点的某开集内都有界而且 b :/ 在 x 不连续 i 有测度 

0,则此时每一个1/1都存在•如果 Z //• |/| 收敛(定理 3 - n 的证 

明说明这些^可以排成一个序列），我 i] 就定义 /( 广义）可积.这隐含 

着 Z IV •/ 收敛.亦即 Z f 口 •/ 绝对 收敛. 我们把它定义为这 

^ e 4> ^ e 4> ^ 

些定义都与0和$无关(但见习题 3-28). 

定理 3-12 

(1) 若平=是另一个从属于4的可容许开覆盖 〆 的单位 
分解，而且 b :/ 在 x 不连续丨为测度0的集，则 X (V • 1/1 也收 
敛，且 


Z [<p •/= Z // •/ 
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(2) 若4和/有界，则/广义可积. 

(3) 若 4 为约当可测而/为有界可积，则 J ^/ 的这个定义与原来 

的一致. 

证 

(1) 因为除了在某紧集 C 上之外， <p ， 卜 0, 而且只有有限多个 
少在 C 上非零，我们可以写出 

Z •/ = Z [ # ^ = Z Z ^ 

秦 

将此结果用于 1/1， 即得 I z i / I 的收敛性，从而又有 

Z Z 的收 敛性. 这个绝对收敛性确保了在上面等式中 

可交换求和次序，很明显所得的二重求和式等于 z h • ， 最后， 

将此结果应用于1/1就证明了 1/1的收敛性 • 

(2) 若4含于闭矩形 B 中，而且对 xeA 有|/(幻 |$ M ， Fcd > 
又是有限的，这时 

• l/l^ Z M l ( P = M \ A X ( P ^ Mv(B ) , 

<p s F <p ^ F cp g F 

因此在 4 上彡 1. 

(pG F 

(3) 若 e >0, 必有（习题 3-22) —个紧的约当可测集 Cc 4 
使 f A J < s • 只有有限多个 p 在 C 上不为 0. 若 FCcD 是包含 

这些 P 的任意有限集合，而1/具有原来的意义，则 

//- ' f \^ l\f ~ Z /./ 

(ps r (per 

^ M \ S X ^ 2^) = M j A Z <p 

(P^F JA (p^<^-F 


^ 1 ^ Me . 

JA~C 


习题 


3-37. (a) 设 /:(0，1)—R 是非负连续函数.证明 / (Q i) / 当且仅当 1 土 f /存在 
时存在. 

(b ) 令纪二 [1 - 1/2", 1 - l /2 n+l ]. 设/: (0，1 )— R 满足 f / = 
(-1广/；1，而当；^(任意/1 >1 )时 /w=o . 证明 L、/ 不存在，但 


In 2. 


3-38. 令七为含于 U，/i + l) 中的一个 闭集. 设 /:R—R 满足|^/= (-l)Vzi 
而当％ 贫（任意火）时/ = 0.求两个单位分解和屮使得与 
X// •/ 分别绝对收敛于不同值. 


3.6 变量替换 


若 g : [ a ，6] — R 连续可微而/: R — R 连续，那么，众所周知 

rgW ,b 

f / = I ( f ° g ) ' g ^ 

Jg(a) Ja 

证明很 简单：若厂 =/，则 （FogV = ( fog ) , 于是上式左方是 
F ( g ( b ) ) - F ( g ( a )) ,而右方则是 Fog ( b ) - Fog ( a ) = F ( g ( b )) - 
F ( g ( a )). 

我们留请读者证明，若 g 是 1-1 的，则上面的公式可以写为 


心（ （ a,6)y 


J°g • \ g r \- 


(分别考虑 g 为递增与 g 为递减的两种情况 .） 这个公式对高维的推 
广则不是显而易见的. 
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定理 3-13 令 4 cR n 为一开集， gR n 是14的连续可微函数，使 
得对于一切$ e y4,det g { x ) #0. 若 /:g(/l)— R 是一个可积函数，则 

[j = l {fog) ^s'\- 

证我们从一些重要的简化情形开始 • 

1设4有一个可容许开覆盖0,使对每个以及任意的可 
积函数/,我们都有 

L/ = L (f 。 g)i det 〆!- 

这时定理必在整个4上成立 （ 因为 g 在围绕每点的某开集上自动地是 
1-1 的，定理中只在这一部分用到 g 在整个4上是 1-1 的，这是不足 
为奇 的). 

(1) 的证明. 所有的集是 g (/ l ) 的一个开覆盖.令$为从 
属于这个覆盖的单位分解.若在 g ( f /) 之外9=0,则由于 g 是 1-1 
的，在 f / 之外为 0. 所以，由等式 

j g((J) <P •/ = £[(9 •/) 。尽 ] I det g 1 1 

可以得到 

j g(A) <P •/ = {[(P •/) 。客 ] |det g f Y 

因此 

1/%? 丄 ， v (<p . 力 。“ 1 det 〆 1 

= Z 客 ）（ / 。 尽 ） I det g I = f A (/ 0 g) IdetgM- 

注.若设对 g (訇的某个可容许覆盖中的 K ， 有 

( / = 。川 det 〆 !， 

也可得此定理.这只要把 （1) 用到上去就可以了. 
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2本定理仅须对/= 1加以证明 

(2) 的证明若定理对于 /=1 成立，则它对于常值函数也成 
立. 令 K 为 g 04) 中的一个矩形， P 是 K 的一个分法.对 P 的每个 
子矩形 S ， 令义为常值函数 m s (/). 这时 


L{fyP) = X m s (/) • 奴⑺ 

s 





= JUk ) (/ 。^ i det 


因为 f / 是一切函数 L (/, 尸）的上确界，由此得证~ (/。 

Jv Jv Jg-i(y) 


g )| detg '|.4 / s = m s ( f ) 并作类似论证，又有 \ y f ^ l _ l ( v )( f 。 

g) IdetgM - 用上面的注即得所要 结果. 

3如果定理对 gd — R n 和 R n 都成立，而且则 
它对；1。尽 : /1— R n 也成立. 

(3) 的证明. 


thog(Ay 


lh(g(A)t 


(⑷ 


= \ A [ (f° 办）。 g] • [ |det W |° g] I det g r \ 
= j/°(hog) |det(/ l og) , |. 

4 若 g 是线性变换则定理成立. 

(4) 的证明.由 （1) 和 (2) 只须对任意开矩形证明 



即可.这就是习题 3-35. 

把 (3) 和 (4) 放在一起考察，可以假设，对任一特定的 a e 令 
g '( a ) 是单位矩阵.事实上，若 r 是线性变换 DgU )， 则 
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( r 1 og)^(a) = 1 . 因为这定理对 r 成立，所以若它对厂成立则 
对 g 也成立. 

我们现已作好了给出证明的准备，在此对〃进行 归纳. 定理陈 
述前的说明连同（1)， （2) 两点已经证明了〃 = 1的情况.设定理在 
维数为〃 - 1时成立，我们要证明定理在〃维时也成立.对于每一点 
a eA , 我们只须找到一个开集 f /， 使 a e UCA ， 而且定理对 V 
成立即可.此外，我们还可以假设 〆 （ a ) = /• 

定义 / i : y 4— R n 为 / i ( x ) = ( g \ x ) ,--, g n '\ x ) , x n ). 于是 / i ’（ a ) = /. 
所以在某个开集 K 中函数&是 1-1 的而且/0,这里 ae K 
C A . 于是我们可以定义 IW )— R n 为 = («、 
^(/^(幻））而尽 = koh . 于是我们把 g 表示成了两个映射的复合， 
而其中每一个都只改变少于 n 个坐标 （ 图 3-3). 



图 3-3 

必须注意到几个细节，以确保 &正是 那一类适当的函数.因为 

(g n 。 h_ l y(h(a)) : (g n ) f (a) - [h f (a)]~ ] = (gT(a )， 

所以 D n ( 〆 。九 _1 )( 九 （ a )) = D # n ( a ) = 1，因此 F (/ i ( a ))= 人于是 
在某个开集 P 上 ( h ( a ) e VC h ( U f )) , 函 数&是 1-1 的而且 det 
k f ( x ) /0 .令 U = ^ 就有客 = hh ， 这里 h : U — R n 9 k ： V ^ R\K 
h ( U ) C V . 由 (3)， 只须对 / i 和 A 证明定理就行了.我们给出对九的 
证明， 对& 的证明类似，而且更容易些. 

令是形如 Z ) x [ afi ，6„] 的矩形，其中 Z ) 是 IT - 1 中的矩形. 
由富比尼定理 


fh ( W ) 



(f 


lck 1 


d ^ n ' 1 )ck' 
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令 r ” 1 定义为…，广】）= UV， …，^)，…， gK 
〜,/)). 则每一个/^显然都是 1-1 的，而且 

det( h xn ) f (x\ ••- ,x n ~ l ) = del h f (x\ ••- ,x n ) # 0. 

此外 

f lcLt 1 ***dx n_i = f Id% 1 •••dx n \ 

Jk(Dx\x n \ ) Jh x n^o) 

应用〃 _ 1 维情况下的定理，于是就得到 



用下面的定理就可以在定理 3-13 的假设中除掉 det g r ( x ) / 0的条 
件.下面的定理常起意想不到的作用. 

定理 3-14 (萨德 （ Sard ) 定理）令 gd —1 T 为连续可微，其中 4 C 
R n 是一个开集，再令忍 = \x e A：dei g '(%) = 0| •则 g(B) 具有测 
度0. 

证令 VC 4是一个闭矩形，譬如说，其各边之长均为 Z •令 
^ >0. 若 N 充分大， 将分成 7 T 个边长为 Z // V 的矩形，则对其中任 
一个矩形 S ，若 X e S 时，对于一切 y e s ，我们有 

I Dg(^) (r - x ) - ( g ( y ) - g(x )) 1 < ^ U - j | ^ eJn(l/N). 


若 S 与忍 相交，可取 X e S nB . 因为 det 〆 (>)=() ， 而集 
\^ g ( x )( y - x)：y e 5| 又位于 R n 的一个 找一1 维子空间 y 中.所以 

\ g ( y ) ~ g ( x ) :: K e S | 与 V 距离小于 ，而 \ g ( y ) ：y e S \ 

与 n - l 维平面 K + g (幻距离小于 s ^( Z / A 0. 另一方面，由引理 
2-10,必有常数 M 使得 • 
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| g(^x) —^(j) I ^ ^\ x —V^( l/N、• 

所以，若 S 与 S 相交，则集 ig ( y):y 包含在一个柱体之内，其 
高 <2 e ^( Z // V )， 其底是半径小于 A / y ^( Z / A 0 的 n -1 维球.这个柱 
体的体积小于 C ( Z / iV ) 7 ^ ， C 是某个常数 • 这种矩形 S 最多有 f 个， 
所以 g ( UDB ) 包含在体积小于 C(l/N) n • e • N n = Cl n • e 的一个集 
内.因为此式对任意 s > o 都对，所以 n 忍）有测度 o . 又因 
(习题 3-13) 我们可用可数多个这样的矩形 u 覆盖4，由定理 3-14 
即得所要的结果 . ■ 

定理3_14其实只是萨德定理较容易的一部分.更深的结果的叙 
述和证明可以在参考文献 [17] 的第47页上找到. 

习题 

3-39. 用定理 3-14 证明定理3-13,去掉假设 det 〆 &) 〆 0. 

3-40. 若 R n 而且 det 〆 (：《) # 0,证明在某个包含 x 的开集中可以写成 
茗= 『。尽 n 。…。尽】，这里艮 有 giM = ( A …, / i (怎），…，欠"）之形，而『 
是一个线性变换.证明，当且仅当 〆 U ) 为对角矩阵时，才可以写成 
茗= A 。… 。幻 的形式 • 

3-41. 定义 /: lr : r >0| x (0, 2 ir )—1^ 为 /( r ， d ) = (r cos 0 f r sin 0). 

( a ) 证明 / 是 1 - 1 的，计算厂 ( M ) 并证明对一切 （ r ， d ) 均有 
d et /'( r ， d ) ^ 0 . 证明 /( jr:r > 0 | x ( 0,2 it )) 即是习题 2-23 中的 

• 集儿 

( b ) 若尸=广，证明 PU ,； r ) = ( rU ，： r )， 6 ， y ))， 其中 

r(x,y) = y/x 2 + y 1 , 

arc tan y/x ac > 0 , 7 > 0 , 

tt + arc tan y/x ^ < 0 , 

0(x,y) = - 2 it + arc tan y/x x > 0, y < 0 ， 
tt/2 x = 0, y > 0, 

3 tt /2 x = 0, y < 0. 

(这里 arc tan 记作函数 tan ： (- tt /2, tt /2) - ►R 的反函数 •） 求/ • 
函数 P 称 4 上的极坐标系. 
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( e ) 证明 HmJ g e^ xUy2) dx dy = limj c e - {xUy2) dx dy 而最终得到 

[ e x2 dx = TtT . 

J- 00 

“数学家就是这样一种人，这个公式对他们就像二二得四对你一样明显. 
刘维尔 （ Liouville ) 是一个数学家•” 

——开尔文勋爵 
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4.1 代数预备知识 

若 V 是 ( R 上的）向量空间，我们用 0 来记 A 重乘积 Fx … xK 函 
数 R ， 如果对每个 i ， 160 都有 

T ( v i ，..■，％+ <，•••，〜）= T (^\ ，•"，％，■••，％)+ T(v x ，…， v:， …， v k ) ， 
7 X% 、…， awJ = aHt ;】 ，•••，％，•••，〜）， 

就称为重线性 函数. 重线性函数 R 称为 F 上的 A 阶张置，而 
全体& 阶张量之集， 记作❿ （ V )，成为一个 （ R 上的）向量空间，其 
中规定，对于 s，r e P ( VO，a e R 有 

(S + r )( i ;】 ，…，? 4 ) = S(v l9 -^v k ) + T(v l ，…， v k ) ， 

(a5)0,, …， = a • ，"•，〜）. 

还有一个把各个空间 P ( V ) 联结起来的运算.若 S e P(v)，r e 
史⑺，我们定义其 张置积 5® Te 史 + ，⑺为 

S ® 7 X 。 ，…， w A + 1 ，…， i ；“ z ) = 5 (。，…， 14 ) • T(v k+i ，…， v “ 

注意，在这里因子 s 和 r 的次序是紧要的，因为和 r ® s 远非 
一回事 • ® 的下列性质作为容易的练习留给读者. 

( 5 , + s 2 ) ® r = s , ® r + 5 2 ® t , 

5 0 ( r , + t 2 ) = s ® r , + 5 0 r 2 , 

(aS) ®T = S® (aT) = a(S 公 T ) ， 

(S®T) ®U = S® (T®U). 
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( s ® r )® (/和通常简记作 s ® t ® u ， 更高阶的乘积 
' ® … ® 7；定义类似. 

读者可能已经注意到， a ： i ( vo 正是对偶空间 V . 用运算 ® 可以 
把其他的向量 空间心 （ q 用 t 0表示出来 • 

定理 4-1 令％， … ，％是 V" 的一个基底，炉丨 ，…， <p n 为其对偶基底： 
<p» 8 ir 于是所有的&重张量积 

% 0… ® ( pi k 1彡 h ，…,“彡打 

之集是的一个基底，故的维数是一 • 

证注意 

叫 ® … ® 〜(\，…， v h ) = S ilh . s ikh 

= |i 若 / = h， …， jk = h ， 

_ U 其他情况. 

n 

若 m ;, ，…，％是 A ： 个向量 Z 而 T 7 在 3：*( VO 中，贝! 1 

；=i 

n 

t(w '， …， w k ) = X a i.n* r (\，•"，％) 

h， …， jk = l 

n 

=X 尸 (' ， …,〜 ）• ％ ® … ® <p ik {w x ，•••，％). 

于是 r Z 二...〜八' ，...，％*) •叫 ® … ® 从而 ，叫 ® …® < Pi k 
张伽⑺. 

现在设有实数存在，使得 

n 

S %，•■“* - (p ix ® ••- ® (p ik = o. 

“, …“ *=i 

将此式左右两边都作用到 ( v h ，…， V h ) 上去得％ ，.^ = 0. 于是 A ,® 
…®%是线性无关的 . I 

我们在对偶空间情况下已经熟悉的一个重要的作法，也可以对 
张量来作.若/ W 是一个线性变换，我们定义线性变换 /I 
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Z k (W)-^Z k (V) * 

f T{v x ,---,v k ) = T{f{v x )，•••/(〜））• 

这里 re 史（妒）， 1；,，…， h e k 容易验证 /•( s ® n =/_ s ® rr . 

在 r 的元素之外，读者已经见识过一些张量 • 第一个例子是内积 
〈，> e 3?( R n ). 因为数学上每一个好东西都值得推广，我们定义 P 
上 的内积 为一个 对称、正定的 2阶张量7：所谓对称是指 TXt ;^) = 
T(w,v),v y w e V 9 所谓正定是指当#0时， T(v f v) > 0. 我们特以 
〈，〉专指 R n 上通常 的内积 • 下面的定理说明，我们的推广并不失之 
过分空泛. 

定理 4-2 若 r 是 P 上的一个内积，则必有 F 的一个基底％，… ，〜使 
T ( v i 9 vj ) = 8 r (这个基底称为 T 7 的 标准正交基底 .） 因此必有一个同构 
f：R n -V^mx 9 y e R n 有 r(/U),/( y )) = <^, y ). 换言之，尸 r =〈,〉• 

证 令，…,是 F 的任一基底.定义 

M；/ = ， 

T( w ； 9 w 2 ) , 

, T( , T(w“w 3 ) , 

等等.很容易验证当 wy 时 r («) = o , 又 0 ,因此 r («) 
>0. 现在定义％ = w；/^T(w；,wi). 至于同构/，则可由 /(ej 
定义 . I 

内积尽管重要，其作用却远不如另一个人们熟悉的、几乎无处 
不在的函数，即张量 dete ^ TKlT ) 1 在打算推广这个函数时，我们回 
想一下，交换矩阵的两行会改变其行列式的符号 • 这一点启发我们 
作下面的定义.若对&阶张量 e T ( F )， 有 


1. del e 2( R n ) 的定义是 det ( ( a „ ，…, a u ) ，…， （ a nl ，…，<^) ) = del ( a ^). 以下会看到， 
它是一个《阶交代 张量 ： det e IT ( iT ). —译者注 
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(o(v x ， … ， Vi ， … ， Vj ， … ， v k ) = - a)(v l ， … ，巧， … ， Wt) 

对一切 9 V k G V, 

就称0>为交代的.（上式中&与力对换了，其他的〃未动）.一切交 
代的 A 阶张量之集显然是 aM W 的一子空间 ft A ( F ). 因为要作出一个 
行列式都相当费事，所以， &阶 交代张量也不容易写出来，这是并不 
奇怪的.但是有一个统一的方法把它们全都表示出来.回忆一下一 
个排列 (7 的符号 Sgn (7 定义 如下： 当 (7 为偶时为+ 1，当 (7 为奇时为 
- 1. 若 r e 2*( V 0, 我们定义 Alt ( r ) 为 

AIKTOC% ，…，％) = i^sgncr • 八〜⑴，…，〜⑷）， 

S k 是整数1 到& 的一切排列之集. 

定理 4-3 

(1) 若 史（ 0 ,则 Ait(r) e 

(2) 若 e a k (V) , M Alt((o) = 

(3) 若 r e P(F ) ，则 Alt(Alt(r)) = Alt(f). 

证 

U ) 令 dj ) 表示对换/和 7 而令其他数不动的排列.若 a e S A ， 
令 〆 = (7 • (ij). 于是 

Alt( T) (v } ， … ， v” … ，， … ， v k ) 

= rj" Z s 8 n ^ * 『(〜⑴ ，"•，％)， …，〜⑴，…， 1 v ⑷） 

= nZ sgn<7 • 

*^ eS i 

=rrZ - sgn〆• r(v ⑴， ."’v ⑷） 

= - Alt(f) (v x ， … ， v k ). 

(2) 若 (y e iV(V0 ， 且 (i ， j) ， 则 w (〜 ,） ， … 八⑷ ）= sgn a* 
• 0>(%，…， 〜）. 因为每一个 (7 e S* 都是许多个 (ij) 的积，上式对 
一切 (7 e S A 都成立.所以 
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Alt (似 ）（w *) =占2 sgn (7 • w (〜⑴，…，〜⑷） 

允 ! ores* 

= i^sgn (7 • sgn (7 • 似 ( 心 ,•••，&) 

二 (o(v { ,---,v k ). 

(3) 由 （ 1),(2) 直接可得 • I 

为了确定 fi 4 ( F ) 的维数，我们希望有一个类似于定理 4-1 的定 
理.若似 e 11 4 (0,7^11 / (^0，似(8)7 ? 通常当然不在1^(^0中.所 
以我们要定义一个新的乘积，即楔积 w A 7? e Sl k + l ( V ). 定义 如下： 

O ) /\ 7 ) = U) 1 Alt (似 ® 7 j ). 

A;!/! 

(为何要乘以式子前面这个奇怪的系数，以后我们将会看出来 .） 八 
的下列性质留给读者作为 练习： 

( ft >, + 0>2 ) A 7 } = ( O x A 7 } a ) 2 A 7 ), 

(O A (”】 + T?2) =(O f\ 7) l + (x) A 7/ 2 , 

aco A 7 } = ( x ) t \ arf = a(co A 77 ), 

a) /\ 7} = ( - l) kl 7} f\ (O, 

f ( a ) A 7 )) = f ( w ) 八 /*(”)• 

等式 （w A r ?) A 0 w A (77 A 的也成立，但证起来比较 麻烦. 

定理44 

(1) 若 S e P ( F ), r e 史 （ F ) 而且 Ait ( S ) = 0,则 

Alt(S® T ) = k \ i { T ® S ) = 0. 

(2) Alt( Alt(fi> ® t}) ® 6) = Alt(w ® 7} ® 6) 

=Alt(o> ® Alt( r) ® 沒 ) )• 

(3) 若 cy e ( l k ( V), V e fV ( F )， 而沒 e ft m (F )， 则 

( a ) A 7 ]) A 0 = a ) /\ ( 7 ) /\ 0 ) 

k \ l \ m \ 
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证 

( 1 ) Ait(5 ® r)(i ^ ,…，〜） 

= ? FbyLS : g … s(tv(i) 

• TX% ( 蚣 l) , … ， 1 Va+o )♦ 

若 G C S A +/ 包含一切使 A ： + 1 , …， A ： + Z 不动的排列 o •，贝 !l 
X s 8 n G • S ( t V ( i )，"•，％(*))• ，•••，〜(“，）) 

a gG 

=[Z sgn 〆 • S(v ⑴， … ， V ⑷）] • ❿“"…， 〜） = 0 . 

^'^ s k 

现在设 < 7 0 ^ o . 令 G • <7 0 = I <7 • a 0 ：(T e G\ 并令 〜。⑴，…，〜 0 (“，） = 
叫，…，于是 

X sgn a • S(v a{l) ) • 八〜“”，…， 1 ） 

a e G*cr 

=[sgn <r 0 - Z sgn 〆 • S(«v ⑴ ， … ， MVu)] 

< 7 , eG 

• T { w k , x ，…， = 0 . 

注意 cn C.A = 0 . 实际上，若有 o * E GnG . o *。， 则对某 〆 E G ， 
(T = 〆 • cr 。， 又有 a 0 = ( a )^ ] • a b G, 这就是 矛盾. 如此继续，可 
把 s i +/ 分为互不相交的 子集. 在每个子集上和均为 0 ,所以对足 + ,的 
总和也是 0 , Alt ( r ® 5 ) = 0 的证明 类似. 

( 2 ) 我们有 

Alt(Alt( 7 / ® 6) - 7] ® 0) = Alt(r/ ® 0) - Alt (77 ® 6) =0. 
所以由 （ 1 ) 有 

o = Ah ( a ) ® [ A \ t ( rj ® e ) — n ® e ]) 

=Alt(<w ® Alt(r/ ® 0)) - Alt(<y ® 77 ® 0). 

类似地可证明另一个等式 • 

(3) A 7?) A 0 ((如 f\v) 

(k ■¥ l ) \ m \ 
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(fe +/ + m)! (fe +/)! 
(k +Z)!m! kill 


Alt(w ® 7/ ® d ). 


类似地可证明另一个等式 .I 

w 八 （77 A 0 ) 和 （w A ry ) A 0自然地都简 记作仿 f \ 7] /\ 6 . 更高 
阶的积叫 A … A 叫可类似地定义.若〜，… ，〜是 ^的一个基底而 
化，•••，％是其对偶基底， a k ( V ) 的一个基底现在就很容易作出来了. 
定理 4-5 il k ( V ) 的一个基底是 


( p i { 八… A ( p ik 1 ^ <1.2 〈… < h 在 n 

全体的集，所以的维数是 


/^\ = 

\k)~ k\(n-k)r 
证若 e 以（0 C 史 （ K )， 则有 

^ = X 氕,.'#“ ® … ® %• 

il, …， ifc 

于是 


co = Alt (似 ） = Z … “AIK% ® … ® ( p ik ). 

因为每一个 Alt(^ ® … ® %) 都是某一个％八…八的常数倍，故 

张成 W ). 线性无关的证明和定理 4-1 的一样（参看习题 4-1 • ) ■ 

若 K 之维数为/ I ，则由定理4-5,推得 ( K) 的维数为1.所 
以 K 上一切/ I 阶交代张量都是其中任一个非零/ I 阶交代张量的倍数. 
由于行列式是 fT ( R n ) 的元素之一例，下面的定理中会出现行列式 
也就不足为奇了. 

定理4~6令 a 是 K 的一个基底， 又令似 Efl n ( VO . 若％ = 
Z 二 '巧是^中 71 个向量，则 

似 ( 叫 ，…，《0 = det(a iy ) - a)(v ly -- 9 v n ). 

证 定义 r ? e P ( R n ) 如下： 
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7 ]( (a” ， … ， a ln ) ，•••，（〜，…， a ⑽ ）） 

=X a n / V j ^ 

显然 r ; E n n ( R R ) 所以对某个 A E R , 77 = A • det , 而且 

A = ^( e , ,***^ n )- I 

定理 44 表明，一个非零的 w E Sl n ( V ) 可将 F 的基底分为互不 
相交的两类，一类使> 0,另一类使 w ( h ， …， iO < o . 

若川，…， h 与如1， …,％ 是两个基底而矩阵 4 =( 〜）由 A = Z a y 巧定 
义，则当且仅当 det / l >0 时，力，…，和 M ；, ，…， tt ； n 才属于同一类•这 
个判据是与 W 无关的，所以总可用来把 K 的基底分成互不相交的两 
类.每一类称为 F 的一个定向.基底 A ， … ，&所 属的定向记作[巧， 
…，、]，另一个定向则记作-[〜，•••，&]•在 R n 中我们定义 
[〜，…， e „] 为通常的 定向. 

dim il n ( R n )= 1这个式子对于大家可能并不陌生，因为 det 通常 
定义为 e O n ( R n ) 中使似 ( q ，…， ej = 1的惟一元素.对于一般的 
向量空间 h 没有额外的此类判据来判断一个特定元素 w e ( l n ( V ). 
然而，设已给了 k 的一个内积 r . 若 h ， …八和 ％，…，％分别是对于 
r 的两个标准正交基底，矩阵4=(%)由％=2； 1 =1 ^ / 巧定义，于是 

n 

Sij = T { w ^ w } ) = X a ik a ji T ( v k ^ i ) 

kj = \ 

n 

- X a Ui a jk - 

k=\ 

换言之，若以 4 T 记矩阵 4 的转置，则我们有4 •，=/，所以 det 4 = 
±1. 由定理 4 _6可知， 若 w e il n ( V ) 满足如 （％，...，iO =± 1，则 
0 )( w i ，•- , w n ) = ± 1. 若已给定了 K 的一个定向/X，则对任意一个使得 
[”1 ，…， 1 ^] = M 的标准正交基底V,，…， v n ， 必有惟一的 e n n ( V0 使 
(oivy ，…，= 1. 这个惟一的 w 称为由内积和定向 / x 所决定的 [ 
的体积元素.注意， det 是 R n 中由通常内积和通常定向所决定的体 
积元素，而 Ideth， …， xOl 则是由0到％，…八之各个线段所张的 
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平行多面体的 体积. 

我们以一个限制在 R n 上的作法作为本节的结束 • 若〜，•••，〜-! 
E R n 而 p 定义为 

( v x > 

( p ( w ) = det :， 

v n -\ 

\ ^ ) 

于是 p E iV ( R n ) ;所以有惟一的 Z E R " 使得 

’ V ] > 

( w 9 z ) - ( p ( w ) - det :， 

V ^ J 

这个 z 记作 x … x 心 - i ，叫做，…， h - i 的叉积 • 下述的性质可以直 
接由定义 得出： 


~⑴ x … x ^(«-D = sgn <7 •巧 X …X ， 
v x x ••- x av { x ♦•- x v n _ x = a * ( v { x … x v n _ x ), 

V, X ••• X 4 - l；、）X ••• x v n ^ = x ••- X X … X v n _ { 

+ v } x ••• X v i x ••• x v n 


一个“乘积”依赖于两个以上的因子，这在数学上不是很常见的•在 
两个向量 〃， W E R 3 的情况下，我们则得到一个比较看得惯的“积” 
LX «； eR 3 . 正是这个理由，有时候主张只在 R 3 中才能定义叉积. 


习题 


4-1. •设 A ， …心为 R n 的通常基底而 w ，< p n 为其对偶基底 • 

( a ) 证明 h A … A = 1 - 如果在 A 的定义中没有因子 

(k + l )\/ k \ /!. 那么上式右边会是什么？ 


r v x > 

( b ) 证明％ A … A %(〜，〜，〜）是从 ： 中取 h ，…乂各列所得的 

Vn / 


Ad 阶子式的行列式. 
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4-2. 若是一个线性变换且 dim V = n , 则 /^ ITOO — IT ( F ) 必是乘以常 
数 c. 证明 c = det/. 

4-3. 若 CU e n n ( V ) 是由 r 和 M 决定的体积元素，而 A ，…，％ e V ，证明 

\(o(w ly -,w n ) I = /det ( 獅） ， 

其中巧 = T ( w iyWj ). 提示： 若 q ，…, h 是一个标准正交基底，而 
% = 证明心 = 

44. 若以是由于决定的 F 的体积元素，而 /:R n —F 是使尸〈，〉的同构， 
并且使得[/*(&)，…， /(〜)] ，求证/、 =det 
4-5. 若 c:[0，l]—(R n ) n 是连续的，而且每一个 （c 1 ⑴，…， c ») 都是 R " 的基 
底. 证明 iy(o)， …，， (0)] = iy(i) ，…， （1 )]. 提示: 考虑如。 c. 
4-6. (a) 若 v e R 2 9 v x 是什么？ 

( b ) 若 qe R n 是线性无关的，证明 [ q ，…， ， l ^ X … X !；„_,] 是 
R n 中的通常的定向. 

4-7. 证明每一个非零的 w e n n ( v ) 都是由 f 的某个内积 r 和]/的某个定向从所 
决定的体积元素. 

4-8. 如 W e il n ( V ) 是一个体积元素，用似来定义“叉积” q x … xt ; n _ i . 

4-9 ••导出 R 3 中叉积的以下 性质： 

(a) ej x = 0 e 2 x e t = - e 3 e 3 x e } = e 2 

e x x e 2 = e 3 e 2 x e 2 = 0 e 3 x e 2 = - 

e i x e 3 - ~ ^2 ^2 x e 3 = e \ e 3 x e 3 = 0. 

(b) v x w = (v 2 w 3 - v w )e { + (v 3 w l - v l w 3 )e 2 + (v l w 2 - v 2 w l )e 3 . 

(c) 1 1 ; x u ; I = 1 1 ; I . I M ； I • I sin d I ，其中 d = z .( v , w ). 

(v x w y v) = (v x w t w) =0. 

(d) (v^w x z) = (w,z x v) = (z,v x w) 

V x (w x z) = (v t z)w - (v,w)z 

(v X w) X 2 = (v,z)w - (w^z)v. 

(e) 11 ； x M ； I = V (v,v) • (w y w) - (v y w) 2 . 

4-10. 若叫 ，…， Wy e R n ， 求证 

卜 i x … x w n _ { I = /det ( 勸）， 

其中巧 =〈％,«;,〉• 提示： 对 R n 的某个 /i - 1 维子空间应用习题 4-3. 

4-11 •若 r 是 V 的一个内积 ， /:F — V 是一个线性变换，若对 
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V ， T(x,f(y) = 7 X /( i )， y ),/ 就称（关于 ^ 是自伴的.若 
!；,，•••，％是一个标准正交基底而4 = (%)是/对此基底的矩阵，求证％ 

= a ji. 

4-12. 若乂 ，…， X ... ></“:『— R " 为 / x .-. x / hCp ) = Mp ) X 
… xf^ip). 应用习题 2-14 导出/>(乂 xf n . { ) 的一^公式（当 y ；， … ，乂 4为 

可微时） 

4.2 向量场与微分形式 

若尸 e R n ，对于〃 e R n 所有的有序偶(/ >,〃) 之集记作 R %， 并称 
之为 R n 在 P 的切空间.若定义 

(P ， l0 + (P ， w) = (p,v + w ) , 
a • (p,v) = (P ， av ) ， 

这 个集极其明显构成一个向量 空间. 向量 V e R n 时常画成方向为从0 
到 r 的一条带箭头的 线段. 向量 （ P，tO E 可以画成长度、方向与 

r 相同的带箭头的线段，但起点在 P (图 4- l ) t 方向从/>到所以 
我 们定义 P + 〃为(/>，〃）的终点 • 我们 通常把 (/>,〃) 写作％ (读 作：在 P 
点的向量 
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向量空间只％与 R n 是如此地相近，以致 R n 上的许多构造在 R % 上 
都有类似物•特别是 R ; 中的通常内积 〈，〉 p 定义为〈％，％/二〈〜 
切〉， R % 的通常定向则是[(&),，•••，（〜）；>]• 

任一个可在向量空间里进行的运算都可以在每个 R n p 里实行，这 
一节的大部分几乎就是把这个话题弄确切 • 向量空间里最简单的运 
算就是从中选出一个向量 • 如果在每一个 R % 里都作这样一个选择， 
就得到一个 向量场 （图 4-2). 确切些说，向量场就是一个函数匕使 
对每个 F ( P ) E R \. 对每个 /> 都有 实数圹 ( p )， …，广(/>)使 

F(p) = F l (p) • (已山 + … + F n (p) • (e n ) p . 



图 4-2 

于是我们得到 / I 个分 量函数 F：R -R 如果函数 F 是连续的、 
可微的，向量场 F 也就称为连续的、可微的等等.对于只定义在 R n 
的一个开子集上的向量场，也可作类似的 定义. 当分别地在每点上 
作向量运算时，就产生出向量场的运算.例如，如 F 和 C 是向量场， 
而/是一个函数，我们定义 

( F ^ G )( p ) = F ( p ) + G ( p ) ， 

( F , G )( p ) = ( F ( p ) Mp )), 

(/• F )( p ) = f ( p ) F ( p ). 
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如果 F ,， …， Fy 是以上的向量场，那么我们可以类似地定义 
(A x … x F n _i)(p) = F〆/)) x … x F n _ { (p). 

另外一些定义也是标准的和有用的.我们定义 F 的散度 div F 为 
X ； =1 D , r . 如果引用形式的符号 ▽= 我们可以形式地 

写作 di Vj F =〈 V , F > •若 n = 3,为与这种符号一致起见，我们写成 

(VxF)(p) = (D 2 F 3 -D 3 F 2 ) (e,)^ + (D 3 〆 一 D， 3 ) (e 2 ) p 

+ (B,F 2 -B 2 F ] )(e 3 )p. 


向量场 VxF 称为 F 的 旋度， 记作 cur l 厂“散度”和“旋度”的名 
称都出自物理上的考虑，将在本书末尾加以解释. 

对于函数 e Sl\R n p ) y 也可作许多类似的考虑.这种 
函数称为 R n 上的次形式，简称微分 形式. 若的 （ p ), …，％ (/>) 是 
(&)；> ，…， （〜)；> 的对偶基底，则 


(o(p) = 2 . [^(p) A •- A (p ik (p)]- 

< … <i A 

这里是某些函数.如果这些函数是连续的或可微的，就 
说微分形式如是连续的或可微的等等.我们通常默认微分形式和<向 
量场都是可微的，而“可微”总是指的 “( T ” . 这是一个简化的假 
设，使得以后在证明中无需计算一个函数微分了多 少次. 和如+ 7/， 
积/ • w . 以及楔积似 At ? 都是按明显的方式定义的.一个函数/看作 
是0次形式，而/•仿也可写作/八仿. 

若 /:R n —R 是可微的，则 D /( P ) E (V(R n ). 作一点细小的改 
动，我们就得到一个1次形式 d /， 定 义为： 


df ( p )( v p ) = Df ( p )( v ). 

让我们特别考虑一下1次形式 d ^ T 丨习惯上是用^来记函数77 ‘.（ 在 
R 3 上我们时常把和/记作 h y 和 ) 这个标准的记号有着明 
显的缺点，但却使许多经典的结果能用同样经典外表的公式来表示. 
因为 (\) = ( v p ) = [>77 1 (/?)(10 = 1 ^，我们看到 cL ^ p )， 
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⑴正是 （Op， …， （O, 的对偶 基底. 于是每一个 U 欠形式仿 
都可以写成 

^ Z 八…八 dx' 

d / 的表达式特别有意思 • 

定理 4-7 若 /: IT — R 可微，则 

df - D , / • dx l + ••• 4- D n / - dx n . 

或用经典的记号来写 

df = ~^ jdx l + …+ ^-^ dx n . 
dx l dx n 

证 d /( p ) ( V P ) = Bf ( p )( v ) = X 

=Z: = 〆 ⑻ (5) • D i/(p). ■ 

现在如果考虑一个可微函数 / : R n - R m , 就有一个线性变换 
D /( P )： R n - R m . 因此，再作一点小的修改就得出一个线性变换: 
R % 〆 ，定义 如下： 

fAv p ) = (W(p)(v)) Ap y 

这个线性变换诱导出另一个线性 变换尸 n'R %) •若 
W 是 R m 上的一个次形式，我们就可以定义 R n 上的一个次形式 
/ •如为 CTw)(P) =r(^(/(p))). 回想一下，这个式子的含义是， 
对〜…八 e R%， 我们有 ( fwUpUvi ，…， v k ) : 似 (/(/>)) (/•(〜）， 
…，/ .(&)). 我们现在提出一个定理，它概括了 尸的重 要性质，用 
此能直观地计算 r 似，作为对这些定义的抽象性的一个矫正. 

定理 4>8 若 /: R n —IT 是可微的，则 

(”/•(&) = 2：；,^/.^ = 

(2) /* (w, + (o 2 ) -f (w y ) +/* (o) 2 ). 

(3) /* (g * ( o ) = (go f ) - fio . 
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(4)/* ( a ) A ”）= ( f *( o ) A (/*”)• 

证 

(1) 尸（心)⑻⑷= dx l ( f ( p ))( f , v p ) 

= ^ 1 (/( P ))( Z; =1 〆 R / Vp ) ，…， Z; = 〆 
Am ; 

= •公 = Xy =1 D y / 1 ^) • ^ J ( p ) (^)- 

(2) ,(3),(4) 留给读者证明 • I 
反复应用定理 4-8 就有例如 

/* ( Pdx ] 八 （ k 2 + p ( k 2 A dx 3 ) = (Po f )[ f ( dx l ) A /*( d ^ 2 )] 

+ (&/)[/ W ) A /* ( cb 3 )]. 

把每个厂 （ d ^) 都展开是够复杂的了.（然而记住心 1 A 如‘= 
(-1)^ A dx 1 == 0会有所帮助 .） 在一个特殊情况下作一个直观的 
计算将是值得的. 

定理 4-9 若 /: R n — R n 是可微的，贝 >J 

f * ( hdx 1 八…八 dx n ) = ( A 。 /) ( det / Jdbc 1 八 ••• A dx n , 

证 因为 

尸 （/ Hk 1 A … A dx n ) = ( A 。/)/* (( k 1 A … A dx n ) y 
只要证明 

/•(( k 1 八…八 dx n ) = ( deiDdx 1 A - A dx n . 

即可 . 令 p e R\A = (a y ) 为 f，( P ) 的 矩阵. 今后凡不致引起误解 
处，为方便计，在 ck 1 八…八 dx n ( p ) 等中都略去“ 〆 ’ • 于是由定理 
4-6 有 

尸（心 A … A ck n )(e】， …， ej 
= ck 1 A … A w (/• e , ，…， /• e J 

=ck】/\ …/ \ (EZ: =1 a <" e ;) 

= det ( a -) • dx ] A … A ，…， e n ). | 
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与微分形式有关的一种重要的运算是推广把 0 次形式变为 1 次 
形式的算子 d •若 

a) = I w “…尖 dV 1 八…八 dx lk , 

i, < … <4 

我们定义0的微分 dw 为下面的+ 1次 形式： 


do) = [ 八如 11 八 … 八 （ k ti: 

=I [ D a (w“ …，“） • <k a A tk” A … A 如 ' 


定理 440 

(1) d ( a ) + rj ) = dw + drj . 

(2) 若 w 是一个 A ： 次形式， 7； 是一个 / 次形式，则 

d(o) A 7}) = da) A 7] + ( - l) k (o A drj. 

(3) d ( da )) =0. 简单记为 d 2 =0. 

(4) 若上的次形式， /: R n — R m 是可微的，贝 ， J 

f* (dw) = d(J*a)). 

证 

(1) 留给读者自证 • 

(2) 当 w = ( k 11 A … A dx lk ,7 j = d ? 1 A … A 如 ;/ 时公式成立， 
因为所有各项均为 0. 当 w 是0次形式时，公式很容易验证.一般的 
公式可以从 （ 1 ) 以及这两点导出 • 

(3) 因为 


dw = I I D a ( 八 dv” 八…八 dx lk , 

4 < ••• < 4 a = 1 

我们有 

d(do)) =11 （岣 「.、) d^Adx a Adx^A-Adx lk . 

在这个求和中，下面的两项成对 互消： 
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D a i g ( A ck a A dx 11 A … A d ^, 

a ( ... ^) dA； a A A dx l1 A …八 ck ' 

(4) 当 w 是 0 次形式时，这是清 楚的. 用归纳法，假设 (4) 对 
于&次 形式成立.只需证明 (4) 对 w A 心 1 这种类型的 A + 1 次形式成 
立即可.我们有 

f * ( d ( a ) A cb ;*) ) = f * ( da ) A dx l + (- l ) k o ) A d ( d ^;*)) 

= f * (dco A dx l ) = f * ( d ( o ) A f * ( dx l ) 

= dCT ⑴ Ar ( Ac 1 )) 由 （2) 和 (3) 得 

= d(TU A Ac 1 )). I 

若 dw = 0 就称形式 w 为闭形式，若有某个7；使 w = drj 就称 w 
为恰当形式.定理 4-10 说明每个恰当形式都是闭的，很自然要问是 
否每个闭形式也是恰当的.若是 R 2 上的1次形式 Pck + Qdy ， 则 

d(o = ( D^dx 4 - D 2 Pdy ) A dx + ( D , QAx + D 2 Qdy ) A dy 
=( D,Q - D 2 P)dx A dy . 

于是，若 = 0,必有 DW = D 2 />. 习题 2-21 和 3-34 表明，存在一 
个0次形式/使 a >= df = DJdx + DJdy . 然而如果 w 只在 R 2 的一个 
子集上定义，那么这种函数/却可能不存在.定义在 R 2 -0 上的微分 
形式 


⑴^ 7 2心 + 2 ^ 2 d r 
x +J x + y 

是一个经典的例子.它时常 记作舶 （0 的定义见习题341)，因为在 
集 \( x, r )：x < 0 ，或^多 0 而 7 # 0 丨上，0是有定义的，在这里它 
等于 仰（习题 4-21). 然而要注意，0不可能连续地定义在整个 R 2 
-0上.如果有一个 /: R 2 -0— R 存在，使 w = d /， 则 DJsDADJ 
= 故+常数，这就证明了这样的/不可能存在. 
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设 


是 R rt 上的一个1次形式，而⑴又等于 

d /= 

i= 1 

很明显可以假设 /(0)=0. 和在习题 2-35 中一样，我们有 

/( 幻 = O x)dt 

= IZ D i/( tx ) ^ x dt 

,i n 

= I ^( Oiitx ) • x l dt . 

i — 1 ^ 

这就启发我们，若已知⑴，要求出/，就要考虑由 

A n 

I(o(x) = cj^tx) • x l dt 

定义的函数注意，要使 b 的定义有意义， w 只要定义在一个具 
有下列性质的开集4 C R ” 上 ：只要 ^ e >1，由0到 x 的线段就全在4 
内. 这种开集称为对0为星形的（图 4-3). 用稍微复杂一点的计算 
就能证明，（在一个星形开集上） 只要⑴ 适合必要条件=0,就有 
⑴= 的定义和计算一样都可以大大推广 • 

定理 4-11 (邦加莱 （ Poincar 6 ) 引理） 若 4 CR n 是对于0的星形开 
集，则 >4上每个闭形式都是恰 当的. 

证 我们将定义一个线性变换/，它能把一个/次形式变为一个 
I -1 的形式，使得/(0) =0,且对任何形式有⑴= l ( dco ) + 
d (/ w ). 由 此知，若 dw = 0贝!] w = d (/ w ) •令 

0 ) = [ 叫卜… 乂心 1 ’八…八 ck l/ . 

因为4是星形的，我们可以定义 
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图 4-3 

Ia )( x ) = ^ - 以) 

t ( < *•• < i/ a = 1 ^ 

Ax l{ A **• A dx l ° 八…八 dx lt . 

( dx ia 顶上的符号八表示把 d ^ a 删去 •） 要证 w = /( dw ) + d (/ w ) 只 
需作详尽的 计算： 用习题3-3 2 ,有 

d (/^)(^) = / • x ([ V - 1 〜 ⑻岣心 1 八…八仏 

“ <… <i/ ^0 

+ i i 念(-1广((叫(〜 •..，") ⑻⑻— 

i| < ••• < i/a = 1 /= 1 

A cb l1 … A ck la A … A cb' 

(说明何以后项岀现因子/而不是 t 1 .) 我们还有 

= X X 〜 A cb 11 A … A cb l/ . 

“ < • • • < i / _/’ = 1 
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把/作用于 Z + 1 次形式“ ， 我们有 
I ( doj )( x ) = I 念 （ [叫 .(叫 卜… ") ⑻山 )^^ 11 A …八 At l/ 

~ ti X (- ” a- 1 (J^ ( 〜 ...~) ⑻吟 ia 

H < -•• <i[ j a = 1 几 

ck 7 A dx 11 A A dx a 八…八 cb l/ . 

把 d ( I < o ) (幻和 /( dw ) (幻相加，三重的和式就会消去而得 

d ( I ( o ) + I ( da )) = Z / •([ 广、…々（⑷出)〜 1 八…八 ck l/ 

+ X . Z ( …力) ( 以)出)如 11 A … A dx l/ 

= 又 (I A ••- A Ax 1 

=X o ) H ... l { dx l] f \ … Ax 11 = a ). \ 

ij < < 1/ 

习题 


4-13. ( a ) 若 /: R n — R m 而 pIT — 圯，求证（尽。刀 ， =g • 。八而 （ g 。 /T = 

/• 。，. 

( b ) 若 /， g : IT - R ， 证明 d (/ l ) = f - dg ^ g - df . 

4-14. 令 c 为 R n 中的可微曲线，即可微函数 c :[0， l ]- IT . 定义 c 在 r 点的切向量 t ； 
为 =(( c , ) , (0,-,( c n ) / (0) c { t ) - 若 /: R ”— 证明/〜在 t 的切向 
量是/•⑻‘ 

415. 令 /: R — R ， 并定义 c : R — R 2 为心）=(，，/ ⑴）. 证明 c 在 t 点的切向量的 
终点位于/之图像在 /( G ) 点的切线上. 

4-16 •令 c :[0， l ]— 『为一曲线，使对于一切 （有 | c ⑴ 1 = 1. 证明 c ( i) f ⑴与 c 
在^点的切向量垂直. 

4-17. 若 /: R n - R n ，定义向量场 f 为 f ( P ) = f ( p) p s R %. 

( a ) 证明『上每一个向量场 F 都是某个 f 所生成的 / 

( b ) 证明 div f = trace / 

4-18. 若 /: R n — R . 定义向量场 grad / 为 
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( grad /)( p ) = D ,/( p ) • …+ D n f ( p ) • ( e n ) p . 

由于明显的理由，我们也写作 g^d / = ▽/ 若 ▽/( p ) = %，证明 
VJ ( p ) = <>，《；>， 并证明 ▽/&) 的方向是/在 P 点变化最快的方向 • 
4-19. 若 F 是 R 3 上一个向量场，定义微分形式 

( jj F - F l dx + F 2 dy + F 3 dz , 

o) 2 f = F*dy A dz + F 2 dz A A dy. 

( a ) 求证 

d /= 

d(o^) = co 2 cur] F , 

d(w^) = (div F)ck A dy A dz. 

( b ) 用 （ a ) 求证 

curl grad/ = 0 ， 
div curl F = 0. 

( c ) 若 F 是星形开集 4 上的向量场，而且 CU rlF = 0, 证明有某个函数 
/ d—RSF = grad / 类似地，若 div F = 0,证明必有4上某向量场 
G 使 F = curl G . 

4-20 .令 f : U — R n 是可微函数，"是『的开子集，而且有可微逆 
f ~ l ： f ( U )^ K n . 假设在上的每个闭形式都是恰当的，求证在/(仍上也 
如此. 提示：若 dw =0而/、=(17/，考虑（/ -1 )、. 

4-21/ 证明在0有定义的集合上恒有 

d 0 = 2 ~ ^ 2 dx + —2 dy - 

x + y x + y 

4.3 几何预备知识 

AcR n 中 的奇异 /! 维立方 体就是一个连续函数 c :[0， l ] n — 4(这 
里 [0， l ] n 表示重乘积[0，1] X … X [0,1]). 用 R ° 和 [0，1]°都表 
示 |0|.于是/!中一个奇异0维立方体就是一个函数/: 10丨―也就 
是/!中一个点.奇异一维立方体时常叫做曲线.一个特别简单而又 
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特别重要的 R 71 中的奇异〃维立方体的例子是标准《维立方体厂:[ 0 , 

l ] n — R % 定义是尸（幻 U e [0， l ] n . 

我们需要考虑4中奇异〃维立方体的整系数形式和，也就是形 

如 • 

2 c x + 3 c 2 - 4 c 3 

的表达式，其中， c 2 , c 3 都是4中的 奇异 ? I 维立 方体.这种具有 
整系数的奇异〃维立方体之有限和称为4中的一个/!维 链 1 . 特别是， 
一个奇异〃维方体 C 也看作〃维链1 • C . 〃维链如何相加和如何乘以 
整数都是明 显的. 例如 

2 ( c l + 3 c 4 ) + ( - 2) (ci + c 3 + c 2 ) = - 2 c 2 - 2 c 3 + 6 c 4 . 

( 习题 4-22 是这种形式计算的严格叙述 •） 

对于4中每一个奇异 n 维链 c ，将定义4中一个 ( /I - 1 ) 维链称为 c 
的边缘 记作此 例如/ 2 的边缘可定义为依逆时针方向围着[0, I ] 2 边 
界的四个奇异一维立方体，如图 44( a ) 所示. 其实，像图 44( b ) 那 
样，定义 d / 2 为这四个奇异一维立方体的具有指定系数的和要方便得 
多.要给出 ar 的准确定义需要一些预备性概念 • 对于的每 
个我们定义两个奇异（〃- 1) 维立方体如下：如果 
[0，1广 1 ，则 

^,0)(^) = r (欠、… 〆 -1 ， o〆 ， …，无" -1 ) 

= U 1 ， …〆 — ，。，欠 1 ，…〆 -1 )， 

f ( i , i )( x ) = 尸(欠 、…〆 _1 ， K “ •，广 丨） 

= { X ，… ，欠，1 ，欠 ，…， x ). 

我们把 G ，。） 和仏,）分别称为尸的（ 〖 ，0)面和/^)的 （纟， 1) 面（图 
4-5). 然后定义 


dl n = I I 

i = 1 a =0,1 

对于一般的奇异 《 维立方体 C : [0 ，1 ] 4我们先定义其 ( 〖#)面为 


1. (或更详细一点，叫奇异/!维链一译者注) 
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⑻ （ b) 

图 4-5 


a) = CO (f n (i ， a) ) ， 

再定义 

= X X (" 工广 …，。). 

i = 1 a =0,1 

最后我们定义 n 维链 I % c t 的边缘为 

d( X a i c i) = S M(cJ. 

虽然这里的少数几个定义对于本书的应用已经够了，我们还是在这 
里引入 d 的一个标准性质. 

定理 4-12 若 c 是4中一个 n 维链，则 a ( ac ) = a 简记为， a 2 = o . 
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证设乂）并考虑 （/ Ud 若^ [ o ， i 广 2 ,根据奇异以隹立方体 
的(；,/8)面的定义，我们有 


(’U o .，/8)( 尤) 




KO )) 

f n ( i , a ) o 1 ， …，/ 1 ，冷， V ，…，-卜 ） 

I n (x\--,x l ~ l 9 a 9 x\-- ，/ 8 , 分，…， / _2 ) 


类似地有 

(^0 + l ， iS) ) (i,a) (^) = C;+l ， /3) (’I,!*)( 义 )） 

= G + i ，/3) (/，•••，广 1 ， a ， A ； 1 ， … 〆 -2 ) 

= I n ( x \-- y x l ~ { ， a ， V ，...， V _1 ，卢，分，…， V 2 ). 

所以当时 （/ U (烟 = ( r _) ( i ， a ). (在图 4-5 上检验这一点是 
有帮助的 •） 由此易见，对任意奇异《维立方体 C, (C ( , Q) ) O , 0) = 
(〜+1.扪）(“《)，当 1 $/现在 

a ㈤ = d(f Z (- ir \ lta) ) 

i = 1 a = 0,1 

=i s s 

i = 1 a = 0 t l j = 1 ^3 = 0,1 

在这个求和中 (c M ) ⑽和 (c ㈣ 的符号相反.所以所有各项 
都成对地抵消掉了，而得 a(ac) =0. 因此定理对任意奇异《维立方 
体都成立，它对奇异〃维链也成立 .■ 

很自然会问，定理 4-12 的逆是否 成立： 即若如=0,是否有4 
中的链 d 存在， 使€ = dd ? 答案与4有关， 一 般是不行的.例如， 
定义 c ： [0,1 ] — ► R 2 - 0为 c ⑴= (sin 2 imt , cos 2 imt ) , 其中 ？ i 是—-非 
零整数.于是 C ( l ) = c (0) 而 ac =()• 但是（习题 4-26) 不存在 R 2 -0 
中的2维链 〆 使= c . 


习题 


4-22. 令 S 表示所有奇异 /I 维立方体之集， Z 为整数集 ./I 维链 就是一个函数 
/：S^Z 使除去有限多个 C 以外有 /(c) = 0, c e S. 定义 / +g 和 /i/(7i e Z) 
为 （/ + g)(c) - f ( c ) + g ( c ) ,( nf ){ c ) = n */(c). 证明当 / 和 g 是 ti 维链 
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时，/+$和〃/都是 n 维链. 若 c e §，我们又用 c 来表示这样的函数 
/:S—Z，/ 的定 义是: /(c) = 1而当〆7^时/(〆） =0. 证明每个 n 维链/ 
都可以写作 a lC| +…+心其中〜，…，〜是整数，〜，••_々是奇异71维立 
方体. 

4-23. 对于/?>0和整数；1#0,定义一个奇异1维立方体 c k ，„:[0，1]— R 2 - 0 为 
c Rn (t) = (R cos 2 tttU , R sin 2 irnt). 证明必有一个奇异 2 维立方体 
c:[ 0 ， l] 2 —R 2 - 0 使 ％„ - c R2 n = dc. 

4-24. 若 c 是 R 2 -0 中的一个奇异1维立方体，而且 c (0 )=c (1). 证明必有一个 
整数 n 使=扣 2 ，这里 c 2 是某个2维链. 提示： 先分割[0，1]使每 
一个 c ([ li ，《]) 都包含在通过0的某直线的一侧. 

4.4 微积分的基本定理 

且不说 d 和 a 印刷符号的相似，单看 d 2 = o 和 d 2 =0 这件事，也 
启发我们看出链和微分形式之间有某种联系.在链上对微分形式作积 
分就可以建立起这种联系.以后将只考虑可微的奇异/ I 维立方体 . 1 

若 W 是 [ o ， ir 上的&次形式，则有一个惟一的函数/使 W = 
/( k 1 A … A d ^， 我们定义 



也可以把这个式子写作 

Juu〆 如 1 八… 八 1 ^ = 

这也是在微分形式的定义中要引人 函数/ 的理由之一. 

如果£0是4上 的&次 形式而 C 是4上的奇异维立方体，我们 

定义 


1. 即指作为奇异《维立方体定义的映射 C : [0 ，l ]〃一 4为可微的.——译者注 
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特别地，注意 

f fdx 1 八…八 dr * = [* (/*) * (/( k 1 八…八 心*) 

Jlk J J [0，1]* 

=(/ ( x 1 ， …，？ ） d « 1 •••( k *. 

J[(M〆 

对灸 =0 必须给一个特别的 定义. 一个 0 次形式 W 就是一个函数；如 
果^ 101— >1是4上的奇异0维立方体，我们定义 

jo ) = w ( c (0)). 

w 在一个&维链 c= 上积分的定义是 

/，= 2> 

1维链上的一次形式的积分时常称为线 积分. 如果厂如+(?办是 
R 2 上的一次形式，而 c :[0， l ]— R 2 是一个奇异一维立方体（曲线）， 
我们可以证明 （ 但是不去证它） 

f Pdx + QAy = lim ^ [c ( t L ) - c { t ^ ) ] • P ( c ( t 1 )) 

J c » = i 

+ [0 2 (O - cU ] -<?( c (0), 

其中是 [< M ] 的一个分法，在 U -,4] 中/的选取是随意 
的，对所有的分法令最大的 U , 趋于0取 极限. 上式右方时常 

取作 jPdx + Qdy 的定义.因为这些和很像通常积分定义中岀现的和， 

所以作这样的定义是自然的.但是这样一个表达式几乎无法使用， 

而且很快就发现它等于与 c*(Pdx + Qdy ) 等价的一个积分.对 

面积分有类似的定义，即对奇异2维立方体定义二次形式的积分， 
其定义更复杂，更难于 应用. 这就是我们避免采用以和作为链上积 
分之定义这种研究方法的一个理由.另一个理由是，在这里给出的 
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定义对将在第5章考虑的更普遍的情况也有意义 • 

微分形式、链、 d 和 d 之间的关系，以一种可能是最简洁的方式 
被概括在斯托克斯 （ Stokes ) 定理中了，这个定理有时称为高维微积 
分的基本定理 (若 k = l，c = /，它确实就是微积分的基本定理）. 
定理443 (斯托克斯定理）若 w 是开集 4 CR n 上的一个 a -1) 次 
形式而 c 是>1中 A 维链，贝* J 


da ) 

Jc 


( O . 


Idc 


证先设^：=/ 4 而仿是 [ o ， i ] A 上的一个 a - i ) 次形式.于是 w 是 
下面类型的 (/ c - l ) 次形式的和 

fdx 1 … A drc 1 … A dx k , 

只要对每一个这种类型的项证明本定理即可.这只涉及计算. 

注意 




U 


(1 


^(/( k 1 八… 八公 八…八 dx k ) 

若 j 关 i ， 

, x k ) dx ] ^' dx k ^ j = i . 


所以 


Id I k 


fdx ] A *** A dx l A *•* A dx k 


t y (- l) y+a f t 4'(/以 A … A 公 A … A dx k ) 

( - 1 ) I+1 { 0 …/(怎 1 ，…， 1 ， …，… ( k * 

+ ( - 1) 1 |。小/( V ， "■，()， …， 


另一方面， 


/(/ ck 1 A …八 A … A dx k ) 

Jl k 
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A 心 A … A 公 A … A ck* 
㈠ 广 Lw 


根据富比尼定理和（一维的）微积分基本定理，有 
j^d(fdx l 八 … 八 Ac 1 八 … 八 dx k ) 

= (-”“(…({、/(/，…，欠”仏卜 1 ……心 

=(- 1 广 U [/“、…， 1 ，…，乂） 

-/(/，…，0，". ，/) … dx ： 1 ••• Ax ' 

=(-1 ) 1-1 [ /( V，."，l ， 

+ ( - 1) £ | 0 小 /U 1 , … ， o ， ".〆）^ 1 … (k fc . 


所以 



若 c 是一个任意的奇异 A 维立方体，按定义算下来可得 


所以 




0 ). 



最后，若 c 是一个 &维链 2>七，我们有 



do) = y cl i 

Jc “一 Jc^ 


dco 




斯托克斯定理和许多充分展开了重大定理一样，具有三种属性 • 

1. 它几乎是自明的. 

2. 它之所以是自明的，是由于其中出现的名词都作了适当的定义. 
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3. 它具有重要的推论 • 

既然整个这一章几乎只是介绍一连串的定义，而正是由于这些 
. 定义才有可能叙述和证明斯托克斯定理，所以读者会乐意承认斯托 
* 克斯定理的前两点 属性. 这本书余下的部分，就将致力于论证这第 
三个属性. 

习题 _ _ _ 

4-25. (对参数化的独立性）令。为一个奇异&维立方体，/?:[0，1]*—[0，1] 4 是一个 
1-1 函数使得 〆 [0,1]*) = [0，1]\且 det ， (欠）多0，怎 e [0,\] k . 若⑴是一 t 
务次形式，求证 

\0) - \ ( I ). 

Jc Jcop 

4-26. 证明 | 60 = 2^, 并应用斯托克斯定理证明对任意一个 R 2 -0 中的二维 

R f n 

链〜4,«/3 0(<^„的定义见习题4-23). 

4-27. 证明习题 4-24 中的整数 n 是惟一的.它称为 c 对0的环绕数. 

4-28. 回想一下，复数集 C 就是 R 2 , 但记 ( a ， b ) = a + bL 若 〜 ，…，〜 e C ， 令 
/: C—C 为 /(2) = + a l2 n - ! + - + a „. 定义奇异一维立方体 q , /: [0， l ] 

—C -0 为 J =/o c R l , 又令奇异二维立方体 C 为 C ( S ，《)= 卜 C R n ( s ) + 

(1 - t 、 c R f(S). 

( a ) 求证 ac =〜，广〜，又 c ([0， l ] x [0,1]) CC -0, 只要 i ? 充分大. 

( b ) 用习题 4-26 证明代数基本 定理： 每个多项式+… +\， G , e 
C ， 都在 C 中有根. 

4-29. 若6；是[0，1]上的一次形式 / dbc , 且/(0)=/(1)，证明存在惟一数 A 和某 
个适合 g (0) =尽（1)的函数 g 使 w - Aclc = dg 成立.提 示：在 [0， 1] 上 
对 w - Adc = dg 积分以求 A • 

4-30. 若 w 是 R 2 -0 上的一次形式且使得 dw =0. 求证必有某 A e R 和 
g ： R 2 - 0—► R -® a ) = \ d 0 + dg . 提示：若 

C R,i ((o) = A«(k + d(g 尺)， 

证明所有这样的常数 \ « 都取相同的值 X . 

4-31. 若0)/0,求证必有一个 C 使# 0. 应用这件事、斯托克斯定理和 a 2 =0 
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来证明 d 2 =0. 

4-32. ( a ) 令 Cl , c 2 是 R 2 中的奇异一维立方体而且 c , (0) =： c 2 (0)， 
c ,( l ) = c 2 ( l ). 证明必有一个奇异 2 维立方体 c 使 ac = c , - c 2 + 
c 3 - c 4 , 其中 c 3 ， c 4 是退 化的，即 0 3 ([ 0 ， 1 ])和〜（[0，1])都是点. 

由此 证明： 若⑴是恰当的，则 f ⑴=(*仙若⑴只是闭的，在 R 2 -0 

Jcj Jc 2 

上给出一个反例. 

( b ) 若⑴是 R 2 的子集上的一次微分形式，且对所有的奇异一维立方体 
C x , c 2 只要 q (0) = c 2 (0) , c , (1) = C 2 (1) 都有 求证 w 是 

恰当的. 提示： 考虑习题 2-21 和 3-34. 

4-33. (本题可看作是复变函数论最初步的教程 •） 若 /: C — C ， 而且在 e C 
处极限 


/ ， U) 


= lim 

2-^0 


/ ⑴ -/(A) 
2 - 2 0 


存在，则定义/在可微.（这是两个复数的商，与第2章的定义完全不 
同 .） 若/在开集4之每一点 Z 都可微而且/ '连续于1 /就叫做在4上 

解析. 

( a ) 证明/(0 解析， / U ) = .幻 則否证明解析函数的 
和、积与商（在分母不为0处）都是解析的. 

( b ) 若厂 =u + it ； 在上解析，证明 w 与 I ；满足柯西•黎曼 ( Cauchy - Rie - 
mann ) 方程 


du dv du dv 

dx dy ' dy dx' 

提示：利用下述事实： lim [/( z ) -/( z 0 )]/(z - 2 。） 对于 z = 2 0 + U + i . • 0) 和 

z = z 0 + (0 +i •y) 1 x i y~*0 y 应该相等.（逆定理当 U ， 1 ； 连续可微时成立， 
这比较难证 .） 

( c ) 令 T:C — C 是一个线性变换 （ C 看作是 R 上的向量空间）.若 r 对 

于基底 （ l ， i ) 的矩阵是 U ’ j ， 证明当且仅当6= - c 时， 

才是乘以复数. （ b ) 证明了任一个解析函数 /:C — C ， 若看作一个函 
数 /: R 2 — R 2 , 都有导数 D / U 。）， 它是乘以一个复数的线性变换.这 
个复数是什么？ 
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( d ) 定义 

d(w + 177) = dw + id ”， 
l^co + irj = jco + iJtj , 

(oj + ir}) A (0 + i\ ) - o)I\6-t]I\\ + i(rj !\ G + o) \ , 

以及 

dz = dx + idy . 

证明当且仅当 / 满足柯西-黎曼方程时， <!(/•&) =0. 

( e ) 证明柯西积分 定理： 若/在4上解析，则对每一个闭曲线 c (即 c (0) 
= c ( l ) 的奇异一维立方体），只要 A 中有一个2维链 〆 使^ = a c \ 

必有 |/dz = 0. 

(0 证明若 gU ) = 1/ z , 则 g _ dz [或用古典的记号写作 ( l / r ) dz ] 等于 
id 9 + dh，h 是某个函数 h：C - 0 —► R 并证：| ( l / z)dz = 2 irin . 

R 9 f\ 

( g ) 若 / 在 U 山1 <1 丨上是解析的，利用 g (2) =/(2)/2 在 U : 0 < Izl 
< i ! 内解析这一事实，证明 

f 碰 = f ⑷ 

这里0<&， i ? 2 < l . 应用 （ f ) 来计算 [/ U ) A ] ck ， 并得出 结论： 

柯西积分 公式： 若/在 U : UI < 1丨中解析， c 是 U :0 <lzl < 1| 中 
的封闭曲线，其对0的环绕数是~则 

^ •/(◦) = 

I 77 IJc Z 

4-34. 若 F :[0, 1]— R 3 而 s e [0,1 ] ， 定义 [0，1 ]— R 3 为 F ,( f ) = F ( M ) •若 
每一 个厂都 是封闭曲线， F 称为封闭曲线心和封闭曲线尺间的一个同 
伦. 假设 F 和 G 是封闭曲线之间的同伦，若对每一个 s ， 封闭曲线 F , 和 G , 
都不相交， （ F ， G ) 称为不相交封闭曲线 F Q ， G Q 和6,6：,间的一个同伦.直 
观上很明显， 若匕， G 0 是图 4~6( a ) 上的那一对曲线， 而 /^ G 是 （ b ) 或 
( c ) 上的那一对，其间不可能有同伦.本题和习题5-33,对于 ( b ) 证明了这 
一点，但对 ( c ) 的证明需要不同的技巧. 
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证明 


dC y,c = c t 0 ,oo ~ c ^i. or 
( b ) 若 w 是 R 3 -0 上的闭二次形式，证明 
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5. 1流 形 

若"和 F 是 FT 中的开集，一个可微函数若有可微逆 / T 1 : 
F — f /, 就称为微分同胚.•（以下 “ 可微”都意味着 “ C 00 ” .） 

R n 的子集 M ， 若其每一点;^ e M 都满足下面条件 （ M )， 就称为 
k 维流形 . 

( M ) 存在一个含^的开集"，一个开集 PCR n * —个微分同胚 
hf /— F 使得 

h ( UDM ) = Vn ( R k x |0!) 

= i j e V ： y k+} = ••- = y n = 0!. 

换句话说， " nM 除了 “相差 1 微分同胚”，就是 R * X 叫（图 5-1). 
在我们的定义中有两个极端的情况应该注意： R n 中的一点是一个0 
维流形， R n 的一个开子集是一个〃维流形. 

n 维流形的一个常见的例子是/!维球面 S n ， 其定义是 U e R n+1 : 
Ul = 11. 作为一个练习我们留给读者证明其条件 （ M ) 成立.如果你 
不愿在细节上费神，就可以代之以下面的定理，它可以给出流形的许 
多例子(注意其中 g : R n+1 —R 定义为尽(幻= UI 2 - 1). 
定理 S -1 令4 C R n 为开集而 gd — R p 是一个可微函数，而且当 
g ( x ) = 0时， g ' (幻 之秩为 P . 这时 ^(0) 是 K 中的一个 （ n - P ) 维 
流形. 

证 由定理 2-13 立即可得 .■ 
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图 5-1 R 2 中的一个一维流形和 R 3 中的一个二维流形 

流形还有另一种刻画的方法，它是非常重要的. 

定理 5-2 R n 的子集 M 是 A 维流形，当且仅当对每一点 X e 财，下述 
“坐标条件” 成立： 

( C ) 存在一个包含: t 的开集 f /， 一个开集妒 C R * 以及一个 U 1 可微 
函数 使得： 

(1) /( 妒） =Mnu, 

( 2 ) f f ( y ) 对每个 : K e W 的秩为 fc ， 

(3) /'/( 阶)—妒是连续的. 

[这样一个函数/称为周围的坐标系 （见图 5-2) ■] 
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图 5-2 

证 若 M 是 R n 中的一个 A 维流形，选取 K 适合条件 (M). 令 
W = \a b ^：(«,0) e h(UHM) \ 并定义/:妒― R n 为 /(«) = 
h~ l (a,0). 显然/(妒） = M HU, 而且厂 1 连续.如果仏 t/—W 是 
H(z) = (h { (z) ， … ， h k (z)) 则对一切 y e W,H(f(y)) = y 9 所以 
H \ f ( y )) - f ( y ) = l 故 f f ( y ) 的秩必为 A. 

反过来，设 /，— 适合条件 (C ). 令文 =/( y)， 显然我们可以 
假设矩阵 ( D j f l ( y )) 9 l ^ iJ ^ k J 具有非零行列式•定义 g :妒 x 
— R n ^ g ( a ， b ) =/(a) +(0,6)，则 det，（a，fc) = det(D./ J (a)) , 
所以 det，（ y ，0) #0. 由定理241，必有一个含 （ y ，0) 的开集IV和 
一个含 g ( y ,0) = %的开集 iv 使得 — tv 具有可微逆 h ： v 2 f ~^ 
V . 因为/- 1 是连续的， |/(a)：(a,0) G K/} = Unf ( W ) , 是某 
开集.令 K = V ^ nu ^ v , = g -\ V 2 ). 于是 KnM 恰好是 |/(a)：(a, 
0) e K, ! = |g(a,0)：(a,0) e 、 | ，所以 

h(V 2 DM ) = g ' l ( V 2 HM ) =g- ， (ig(a,0 )： (a,0) e V { \) 

=^ n (R k x | o |). I 
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定理 5-2 的证明有一个推论值得注意•若/,，, — 和/ 2 : % — 

IT 是两个坐标系，则 

f2 ] ^fr.f ； ] (f2(W 2 ))^R k 

是可微的并有非零的雅可比行 列式. 事实上， / V ( y ) 就是由 Wy ) 的 
前个分量组成的. 

半空间 H * CR fc 定义为 Ue W 多 OU R n 的子集 M ， 若对每 
一点 X eM ， 或适合条件 （ M ) 或适合下面条件 ( M ')， 就称为 A 维有边 
流形（见图 5-3): 



⑻ (b) 


图 5-3 R 3 中一个一维和一个二维的有边流形 

( M ') 存在一个含％的开集 f /， 一个开集 rcir 以及一个微分同胚 

使得： 

h(u n m) = yn (h* x jo|) 

=lye 多 0 且 〆 +1 = … = y n = 01 ， 

且幻的第 ft 个分量等于 0. 

重要的是要注意，对于同一点 I ,条件 （ M ) 和 （ M 》 不可能同时 
成立.事实上，若 A ,:% — 厂和 — h 分别适合条件 （ M ) 和 
( NT ), 则心。/1，应该是一个可微映射，它把 R 4 中含/1(幻的一个 
开集变成的一个子集，而后者在炉中不是开集.因为 det (/ i 2 。 
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\ - 1 V # 0，这与习题 2-36 矛盾 • M 中所有适合条件 ( M ') 的点 x 之集 
合称为 M 的边缘，记作 dM . —定不要把它和第1章所定义的一个集 
合的边界弄混了（见习题 5-3 和 5-8). 

习题 


5-1. 若 M 是一个 A : 维有边流形，证明 3 M 是一个 U -1) 维流形，而 M-aM 是灸 
维流形. 

5-2. 当略去条件 (3) 时给定理 5-2 找一个 反例.提示： 将一个开区间弯成一个 
“6” 字形. 

5-3. ( a ) 设 4 CR n 是一个开集，其边界是一个 U -1) 维流形 • 证明 W = 

之边界）是一个/ I 维有边流形.（最好记住下一 例子： 若4= U ^ R n ： 
Ul < 1或1 <|;^|<2|，这时5 = ^40(^4的边界）是一个有边流形，但 
的边界 . > 

( b ) 对于 n 维流形的开子集证明类似结论. 

54. 证明定理 5-1 的一个部分 的逆： 若 MCR n 是一个 A : 维流形且 x e M ， 则必 
有包含％的一 t 开集4 c R n 和一个可微函数 — R " _ i 使4 n M = g —' o ) ， 
而且当 g (: K ) =0 时 〆 (: r ) 的秩是 n -匕 
5-5. 证明 IT 的&维 （向量）子空间 是&维流形. 

5-6. 若 / : R n — IT ，/ 的图像是 j ( Xl y)：y =/(^)|. 证明当且仅当/为可微时， / 
的图像是一个/ I 维流形. 

5-7. 令 K " = U e R n ： x l = 0，文 2 ,…，> 01. 若 M C K n 是一个 A : 维流形而 TV 
是由 M 绕轴; c 1 =…==0旋转而得的，证明 iV 是 (Zb + 1) 维流形 •例： 
环面（图 S 4). 

5-8. ( a ) 若 M 是 R ” 中的维流形， k < n ， 证明 M 具有测度 0. 

( b ) 若 M 是 R n 中闭的、维有边流形，证明 M 的边界就是 3 M . 若 M 不是 
闭的，给出一个反例. 

( c ) 若 M 是 R n 中一个紧的 n 维有边流形，证明 M 为约当 可测. 


1. 这里所谓“闭”是指 M 作为 IT 的子集是闭集合.——译者注 
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图54 


5.2 流形上的向量场和微分形式 

设 M 为 R n 中的一个 A 维流形，/: W — R n 是在 x =/( a ) 点周围的 
一个坐 标系. 因为 /'( a ) 的秩为 A ， 所以线性变换是 1-1 

的，而八 （ Rt ) 是圮的&维子空间.若 gJ — 是另一个坐标系， 
I 二 g ( b ) ，则 

gAK) =/* (f l o g )A<) =fAO- 

于是 A 维子 空间八 （ Rt ) 并不依赖于坐标系 /. 这个子空间记作 
称为 M 在 x 点的 切空间 （见图 5-5). 在后面各节里，我们要用到下面 
这个 事实： 在上有一个由 R n x 中的内积所诱导的自然的内积 如下: 
若!；， M ； e My ，定义 T x ( v , w ) = < v , w > x . 

设4是一个包含 M 的开集， F 是4上的一个可微向量场，且对 
每个 x e M ， F ( x ) gM ,. 若/，— IT 是一个坐标系，必有 W 上惟一 
的（可微）向量场 C 使八 （ C ( d ))= / r (/( d ))， 对每一 a e W 我们也 
可以考虑一个函数 F ， 它对每个 x e M 指定一个向量 eM ,, 这 
样的函数叫做 M 上的向量场 • W 上仍然有一个惟一的向量场 C 使对 a 
elT 有八 （ C ( a )) = F (/( a )). 如果 C 是可微的，我们就定义 F 是可 
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微的 1 .要注意，我们的定义并不依赖于坐 标系的选择： 如果 S 少— 
是另一个坐标系，并有 I 上惟一向量场 W 使心 （//(6))= 
F ( g ( b ) ) 对所有6 e V "成立，则 H ( b ) 的分量函数一定等于 
G { f x ( g { b ))) ,所以当 C 可微时//也是可微的. 



图 5-5 

对于微分形式0，可以作完全相同的考虑.一个函数⑴若对每 
个都指定一个幻 eir ( A / J ， 就叫做 M 上的 /> 次形式 • 如果 
/:疋 — R " 是一个坐标系，则尸⑴是疋上的一个/>次形 式. 如果/>以 
是可微的，我们就定义 w 是可微的 . M 上的/>次形式 w 可以写作 

(0 = I ，…“户/ 1 八…八 dx lp . 

i，< … <i p 

这里函数只定义在 M 上，以前所给的 dw 的定义在这里没有 
意义了，因为 <(0^，..^)没有意义.但是还有一个合理的定义 do ; 的方 
法. • 

定理 5-3 在 M 上有惟一的 （P + 1) 次形式 dw 使得对每个坐标系 

1. 这段话的意思是说可微向量场有两种定义 方式： 一是在上定义可微向量场 
如第3章所述，再要求当时 FU ) e M x . 这时必有妒 CR A (见定理 5-2) 上惟一 
可微向量场 C 与之对应.另一方式是，先在 M 上定义向量场（不一定可微） F ， 使 
Fix ) ^ M x . 再用相应的 IT 上的向量场 (； 的可微性作为 F 可微性的定义.——译者注 
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f ： W -^ R n 都有 

f * ( dw ) = d ( f *< o ). 

证若/:妒一 ► R " 是一个坐标系使得％ = f ( a )， v ' ，…， v p+i e M x ， 
于是在1^中有惟一的一组 A ，•••，％+!使/*(%)=〜我们定义 
dw (幻 （〜 ，…， \ +1 ) = d ( f * ( o ) ( a ) ( w { , w p+l ). 可以验证 dw (幻的 
这个定义并不依赖于坐标系/，所以 dw 是完全定义 了的. 此外，显 
然 dw 必须如此定义，所以 dw 又是惟一的 • ■ 

时常有必要在流形 M 的每个切空间上选择一个定向 / v 如果 
对于每个坐标系/:疋― R n 和 a ，6 e 疋， 

[/*((〜)“），"•，/•((〜)《)] = M/(a) 

当且仅当 

[/* ((^ l ) fc ) ((^) fc)l = M /(6) 

时成立，则这种选择方式就称为协调的（图 54). 





图54 ( a ) 定向的协调选择 （ b ) 定向的不协调选择 

设已协调地选定了定向/ V 如果 /: F -> R n 是这样一个坐标系， 
且妒是连通的，使得只要对一个 a e 『， 

[/*((6丄），.“，/*((亡丄）] = M /( a ) 
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成立，则对于每个 e 取上式也对，这时，坐标系/称为保持定向的- 
如果/不是保持定向的而 T ： R k -^ R k 是一个线性变换 ， det 7 = - 1，则 
/。『是保持定向的.所以在每一点周围总有一个保持定向的坐标系. 
如果/和 g 都是保持定向的 ， MKx = f ( a ) = g ( fc )， 则由关系式 

[/•(( e i ) a )，.”，/“( h ) fl )] =Ar =[茗 *((06)，…，莒•（⑷6)]， 

必有 

[(尽 _1 。/) • (( e i ) J ，…， （ g -1 。/) • ( ( Q ) a )] = [( q ) 6 , …， ( e 4 )J ， 

所以 deKg- 1 。/V > 0,这是一个要记住的重要事实 • 

可以协调地选定定向 A 的流形称为可定向的，而协调地选定的 
这个 A 就说是似的一个定向 > 流形连同定向 M 就称为有向流形- 
默比乌斯 （ MGbius ) 带是不可定向流形的经典的例子.把一张纸条 
扭了芈转的两端再粘起来就得到它的模型（图 5-7). 



图 5-7 默比乌斯带是一个不可定向 流形. 一个基底从 f > 
开始向右运动，绕一圈再回到 P 点后，定向就反过来了 


对有边流形也可以定义向量场、微分形式和 定向. 若 M 是一个 
々维 有边流形而且 x e 3 M ， 则（0财\是左维向量空间虼的 ( k - i ) 
维子空间.所以恰好有两个单位向量垂直于 （ aM ),. 它们可以这 
样区分（图 5-8): 若/ ••坏 — IT 是一个坐标系， 识〔尔，/(0) =欠， 则 
这两个单位向 M 中只有一个可写成 /. (%)而是某个适合^ <0的向量. 
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这一个单位向量称 为单位外法线 向量，记作 n ( x ). 不难验证这个定义与 
坐标系/的选择关系. 



( b ) 


(c) 

图 5-8 R 3 中有边 流形的一些单位外法线向量 

设 M 是一个々维有边流形 M 的一个定向 • 若 x e dM ， 选取 
e ( dM) x 使 [ nU )，％， …，= fi x . 如果 [ n ( o :) ，叫 ，…， 
w k _ x ] =仏也成立，这里也有如 1 , 叫 -i e ，则 [%，…， ％_i ] 和 

[%，…， w/n ] 是 （ 的同 一* 定向. 这个定向记作（咖) *• 容易看到， 
对于 X E 3 M ， 这些定向在3似上是协调的 • 所以，如果 财可定 
向，也可定向，而 M 上一个定向 m 决定了 上一个定向咖，称为 

诱导定向. 如果把这些用于具有通常定向的 H 4 , 就知道 Rw = U e 
H k ： x k =0( 上的诱导定向是（-1，乘上 R t _1 的通常定向.选择这样一 
种定向的理由在下一节就会明白 • 

如果财是!^中一个有向 （ n -1) 维流形，即使它不必是某个 n 
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维流形的边缘，也可以定义单位外法线向量的代 替物. 如果[〜，•••， 
=队， 我们在 R n x 中取一个垂直于綠的单位向量 〃 U )， 并使 
[ n { x ) 成为 R : 的通常 定向. 我们仍把 < 幻称为（由 M 决 

定的） M 的单位外法线向量.向量 fiU ) 在一种明显的意义下在 M 上 
连续 变化. 反之，如果在整个 M 上定义了一族连续变化的单位法向 
量;1(幻 ，那么 我们也能决定 M 的一个 定向. 这说明，在默比乌斯带 
上，不可能选出这样一种连续变化的法 向量. 在默比乌斯带的纸带 
模型中，我们可以认为（有厚度）纸带两侧是方向相反的两个法向 
量的 端点. 纸带模型的一个著名性 质为： 纸带模型是单侧曲面（如 
果你从一侧开始在纸带上连续地涂色，最后一定会把两侧都涂满同 
样颜色），此性质反映了不可能连续选取法 向量. 换句话说，在一个 
点任意选定〃(幻后，由于在其他点上连续性的要求，最终将迫使在 
起点处选岀相反的〃(幻 . 

习题 

5-9 •证明 A / x 由 A / 中的曲线 c 在 f 处的切向量组成，这里 c (0 = i . 

5-10. 设 e 是 A / 的坐标系的一个集合，它适合： （1) 对每一个 xeM 都有 X 周围 
的一个坐标系 /e e ; (2) 若 /，g e e 都是 X e M 周围的坐标系，则 det 
>0. 证明 M 上有一个定向，使得当 /e e 时，/为保持定向的. 
5-11. 若中的一个可定向的 n 维有边流形，定义 仏为屹 = R n x 的通常 
定向（这样定义的定向 M 就是 财 的通常 定向） •若 z e dM ， 求证上面给的 
的两种定义是一致的. 

5-12. ( a ) 若 F 是 A / CR n 上的可微向量场，证明必存在一个开集及4上 
的可微向量场歹，使得对于 I e M , f ( x ) = F ( x ). 提示： 先局部地做， 
再用单位分解. 

( b ) 若 M 为闭的，证明可取 4 = R B . 

5-13. ^ g ： A ^ R v 如定理 5-1. 

( a ) 若戈 e M = g ^ O )， 令 R n 为本质上惟一地使得 g 。 h ( y )= 
(/^，…， /)>(0) 的微分同胚.定义 /: R n - p — 『为/(4 = 

h (0 y a ). 证明 /• 是 1-1 的，且使 n -/? 个向量 /• ( (A ) 0 )，…， /* ( ( e n . p ) 0 ) 
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线性无关. 

( b ) 证明可以协调地定义定向〜，以致 w 是可定 向的. 

( c ) 若 P = l ， 证明在 X 处的单位外法线向量是 D , 〆 *), …, Djh ) 的某个 
倍数. 

5-14. 若 MCR n 是一个可定向 (^-1) 维流形，证明必定存在一个开集4 C 
R n 以及一个可微的尽使 M =贫 _1 (0),而且 〆 (幻的秩对于文 e A / 
为 1. 提示: 习题54局部地证明了此 结论. 用定向来选岀协调的局部解 
答，再用单位分解. 

5-15. 令 M 是 R " 中一个 （ n _ l ) 维流形， M ( s ) 是两个相反方向上的长度为 e 的 
所有法线向量端点的集合，再设 e 充分小使 MU ) 也是一个 （ n -1) 维流 
形•求证 M ( e ) 是可定向的（即使 M 不可定向） • 如果 M 是默比乌斯带， 
M ( e ) 是什么？ 

5-16. 令 gj — R p 定义如定理 5-1. 如果 /: R n -> R 是可微的，而/在 g _1 (0) 上的 
极大(极小)值在 a 点达到.证明必定存在 A ,， …, A p e R 使得 

n 

(1) D ; /( a ) = X A i ^ jS l ( a ) _/ = 1，…，汀. 

i ^\ 

提示： 这个方程可以写成 d /( a ) = i MgU )， 当 〆 4 =(疒 p+1 ， …， 

4 = 1 

时，它是显然的. 

/在上的极大（极小）值有时称为/在约束^=0下的极大 
(极小）值.可以试从解方程 （1) 来求 a . 特别是，如果 p / l — R ， 我们必 
须从下而 n + 1 个方程解出 n +1 个未知数 a 1 , a ", A : 

D )/( a ) = AD y g ( a ) , j = 1, …， n , 

g(a) = 0. 

如果把 gU ) =0 放在最后解，它时常很好解.这就是拉 格朗日 （ La - 
grange ) 方法，那个有用的然而最终不出现的常数 A 称为拉 格朗日算子. 
下一题是拉格朗日算子在理论上的一个很好的应用. 

5-17. ( a ) 令 T ： R n — R " 是自伴的，其矩阵4 t (~)，则〜=% .若 

f ( x ) = < Tx y x > = a ii x l x J , 证明 D k f ( x ) = 2 工 考虑 <7^， x > 在 

上的极大值，证明存在戈 e V 1 和 A e R 使 A = Ax . 

( b ) 若 [= lr e R n ： <^, r > =01 , 证明 7 X 0 CF , 而且 是自 

伴的. 
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( c ) 证明7 1 有一个由特征向量构成的基底. 

5.3 流形上的斯托克斯定理 

如果6>是&维有边流形 M 上的次形式，^是於中的一个奇异 p 
维立方体，和前面一样我们定义 



/>维链上的积分也和前面一样 定义. 在^的情况下，可能有一个开 
集[0，1]*和一个坐标系/:妒― IT 使得对于 ; c e [0，1] 4 有4幻 
= f ( x ). M 中的 A 维立方体总指的是属于这种类型的.如果 M 是有向 
的，当/保持定向时，就称奇异&维立方体 c 为保持定向的. 

定理54 若 Cl , c 2: [0 ，ir — M 是两个保持定向的奇异 &维立 方体， 
这里 M 是有向 A 维流形，是 M 上的一个&次形式，使得在 q ([0, 
ir ) 门~([0，1]”外， a >= o , 则 


证我们有 

= = Lp ( c2 "^ 

(这里6 1 。 q 只定义在 [0,1]^ 的一个子集上，而第二个等式用到了 
扮 = 0 于〜（[ 0 , 1 ]” nc 2 ([ o ， ir ) 之外这个事 实）. 因此只需证明 

若 G ( o >) =/心八…八心而把 Cl 记为 g ， 则由定理4-9,又 
由于 det g ' = det ( c 2 _1 。 q )' >0, 我们有 
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(c； 1 o C{ ) *c 2 * (o)) = g* (/ck 1 八…八 ck fc ) 

=(/og) • det g’ • cb：i 八…八 dx* 

=(/°g) * Idet 〆 I • dV 八 … 八如 ' 


由定理 3-13 即得结论 • I 

在证明中的最后一个等式应能说明为什么对待定向要这样小心 • 
令为有向&维流形 M 上的一个 A 次形式 • 如果有 M 中的一个 
保持定向的奇异&维立方体 c ， 使在 c ([0, l ]") 之外= 0,我们就 
定义 



定理54说明 f w 并不依赖于 c 的选取.现设 w 是 M 上任一个&次形 

JM 

式 . M 上必有一个开覆盖 0 使对每一个 "e 0 都有一个保持定向的奇 
异 k 维立方体 c 使 unMc c ([o ， ir). 令伞是 M 上从属于这个开 
覆盖的单位分解.定义 



等式右边要求如定理 3-12 前的讨论中所说的那样收敛（当 M 为紧时 
它当然收敛).用类似于定理342的证法可以证明并不依赖于覆 

JM 

盖0或 0. 

所有这些定义都可以针对有定向 / x 的 A 维有边流形令有 
诱导定向如 . 令 c 是 M 中一个保持定向的奇异 A ： 维立方体，使得 
中，而且是 c 的惟一的在撕中有内点的面.正如在私的 
定义后的说明所指岀的，当&为偶时^^是保持定向的， A 为奇时 
则不然.因此，若 a 是 m 上一个 a - i ) 次形式而且在 c ([ o ， ir ) 之 
外6>=0，则 


_ 

(0 

Mk,0) 
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另一方面，在况中的系数是 （-1)* ，所以 



.(-•)* c ( k ,0) 





我们对私的选择就是为了使这个等式和下面的定理中不出现负号. 
定理 5-5 (斯托克斯定理） 若 M 是一个紧的有 向的& 维有边流形， 
w 是 M 上一个 (/ c - l ) 次形式，则 


dcc> = to. 

JM JdM 

[这里 aM 要赋以诱导定向 .] 

证先设 M - dM 中有一个保持定向的奇异 A 维立方体使在 
4[0，1]*)之外似 =0. 由定理 4 -13和的定义，我们有 

i d( ° = L, (d<y) = L … d(c 、) = I,〆 60 = I ， 

因为在批上6>=0,所以 

da) = do) = = 0, 

jM Jc Jdc 

另一方面，因为在 dM 上=0,所以 f =0,而上式成为 

JdM 



(X). 

JdM 


其次，设有一个保持定向的奇异&维立方体在 M 中，使得 C(M)) 是在 
dM 中的惟一的面，而且在 c ([0， ir ) 之外=0•则 

dco = d(o = (o 

jM Jc Jdc 

现在考虑一般情况.必有 M 的一个开覆盖 o 以及 M 上从属于 0 的 
单位分解4>，使得对于每个 * e 4>，形式 * .仞瘥上述两种类型之一 •我 
们有 

0 = d ( 1 ) = d ( ^ (^) = 2 d < jp ， 
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所以 

^ d(p /\ 0) = 0 , 

因为 M 为紧的，这只是一个有限和，而我们有 


所以 





习题 


5-18. 若 M 是 R " 中一个 n 维流形（或有边流形），具有通常的定向，证明本节 

所定义的 Jjdx 1 八 … A 和第3章定义的£/ 一样. 

5-19. ( a ) 证明： 若 M 非紧，则定理 5-5 不真. 提示： 若 M 是一个有边流形而 
定理 5-5 成立，则 M - d M 也是一个有边流形（但具有空的边缘）. 

( b ) 证明若 w 在 M 的一个紧子集外为0,则当 M 非紧时定理 5-5 仍成立. 

5-20. 若 w 是一个紧 A 维流形 M 上的一个 （ A -1) 次形式，证明 f — = 0.若 M 

非紧，作一反例. 

5-21. F 上的绝对 A 阶张置 就是一个形式|如|[出 £ 以（幻]的函数 M 
上的绝对 A 次形式就是一个函数是 <上的绝对 A 阶张量.证明即 

使 A / 为不可定向，仍可定义 

5-22. 若岣 C R n 是一个 n 维有边流形，而 M 2 C M , - dM , 也是一个 n 维有边流 
形，且岣，财 2 均为紧的，求证 



1. M ( V {1 - t v k ) = ，第2章习题 2-13 ( d ) 中对 /:R — R 引用了类似记 

号.——译者注 
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这里0>是缽上的一个 (n - 1) 次形式，而 dM ly dM 2 的定向是％与对 2 的 
通常定向所诱导的.提示:找一个有边流形财使^^ = UdM 2 , 且使 
的诱导定向在 aM , 上与上与原有的诱导定向一致，在上的则与 
dM 2 上诱导定向相反. 

5.4 体积元素 


令 M 是 R n 中的一个 A ： 维流形（或有边流形），其定向为 M •若％ 
e M ,则仏和前面所定义的内积八决定了一个体积元素 wh ) e 
il k ( M x ). 于是我们得到一个在 M 上处处不为0的 A 次形式6>，称为 
M 上的（由 / x 决定的） 体积元素， 记作 dF ， 纵然它一般不是一个 

(灸 -1) 次形式的微分 . M 的体积定义为 / w dV ， 只要积分 存在. 当 M 

为紧时，它确实是存 在的. 对于一维和二维流形，“体积”通常叫做 
曲线弧长和曲面面积， dF 则记作山（“弧长元素”）和 dA [或 dS] 
(“[曲面]面积元素”）. 

一个有趣的具体情况是 R 3 中有向曲面（二维流形）财的体积 
元素值得关注•令4幻为点％ e M 处的单位外法线向量 • 若 e 
il 2 ( M x ) 定义为 


(o(v,w) = det W ， 

V n(x )y 

则当 t ； 与 w ； 是的标准正交基底而且 0， w ；] =/ ^时 ( W ( r，wO =1 •于 
是 d 4 =6>. 另一方面，由 r xm ； 之定义， o)(v,w) = <vxw, n(x) >. 
于是我们有 ' 

dA(v,w) = <v x w ， n(x)> • 

因为当〃， w e 时 t; xw ； 是 n(x) 的倍数，我们得知 

dA(v,w) - |i ； x m ； I , 
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只要 [〃， u ；] : fi x , 如果我们想计算 M 的面积，就必须对保持定向的 
奇异2维立方体 c 计算 


我们定义 

E(a) = [D { c l (a)] 2 + [D^^a) ] 2 + [D ， 3 (a )] 2 ， 

F(a) = D^ 1 (a) - DjC 1 (a) + 0^ 2 («) • D 2 c 2 (a) + D,c 3 (a) • D 2 c 3 (a), 
G( a) = [ DjC 1 (a)] 2 + [ D 2 c 2 (a) ] 2 + [ D 2 c 3 (a) ] 2 . 

于是，由习题 4-9, 有 

c*(d 4)(( e ,) a ,( e 2 ) 0 ) = (( e, ) a ) (( e 2 )J ) 

=l(D 1 c 1 (a),D 1 c 2 (a),D 1 c 3 (a)) 
x (D 2 c l (a),D 2 c 2 (a),D 2 c 3 (a)) | 

= VE(a)G(a) - F(a)\ 

所以 

f c *( d 4) = f m , 

计算曲面面积显然是麻烦极了的事，所幸极少需要知道曲面的面积. 
此外， M 还有一个简单的表达式，足供理论探讨之用. 

定理5冶令 M 为 R 3 中的一个有向二维流形 （或 有边流 形）， 令 n 
表示单位外法线向量.则 

( 1 ) A4 = ndy /\ dz + n 2 dz A dc + n dx /\ dy. 

此外，在 M 上我们有 

(2) n dA = Ay t\ Az. 

(3) n 2 dA = dz 八 cLc. 

(4) n 3 d4 = cb A dy. 

证等式 （1) 等价于等式 



5.4 体积元素 125 


dA(v,w) - det w • 

\ n ( x ) / 

只要把行列式按最下一行展开就可证明这点.为证其他各式，令 
R 3 x . 因为 v x w = an ( x ) , a e R ， 有 

( z , n ( x )) • (v x w y n ( x )) = ( z 9 n ( x ) )a 

= ( z 9 an ( x ) ) = ( z,v x w ). 

分别取 z = q ， e 2 ， e 3 即得 （2)，（3)，（4) 式 .I 
有一点要 当心： 若 co e ft 2 ( R 3 a ) 定义为 

co = n l (a) • dy ( a ) A dz(a) + n 2 (a) • dz(a) A dx(a) 

+ n 3 (a) • dx ( a ) A dy ( a ), 

就不真， 例如： 

n ( a ) • (o = dj ( a ) A dz ( a ). 

上式双方只有在作用到 v,w ^ M a 时才能得到相同的结果. 

还应该用几句话来说明我们所给岀的曲线弧长和曲面面积定义 
的合 理性. 若 c :[0, l ] — IT 是可微的，而且 c ([0， l ]) 是一维有边 
流形，可以证明，但很繁琐， c ([0， l ]) 的弧长正是内接于它的折线 
长度的上 确界. 若 c :[0, l ] 2 — R n ，人们自然希望，若作许多三角 
形使其顶点都在曲面4[0，1] 2 )上，则由这类三角形所组成的面， 
其面积的上确界就是曲面 c ([0， l ] 2 ) 的面积.使人颇为惊奇的是， 
这种上确界通常不存在——可以找到这样的内接多面体，使它任意 
接近曲面4[0，1] 2 )，但其表面积可任意大！图 5-9 中的柱面就表明 
这一点 • 先后有多种曲面面积的定义，彼此不相一致，但是对于可 
微曲面而言都和我们的定义一致.关于这些难点问题的讨论，读者 
可以参看文献 [3] 或 [15]. 
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图 5-9 在柱面上一部分区域中内接了 20个三角形的曲而.令三角形个数足够 
多，并使三角形3, 4 , 7 ， 8 等的底足够小，可以使内接面的而积任意大 

习题 _ 


5-23. 若 A / 是 R n 中的一个有向一维流形， c :[0, l ] 2 — M 是保持定向的，求证 




5-24. 若 MSR n 中具有通常定向的 n 维流形，证明 dF =也 1 A … A 也' 所以 
本节所定义的财的体积就是第3章定义的体积 .（ 注意这个结果依赖于⑴ 
A r / 定义中的数字因子 .） 

5-25. 把定理5石推广到 R n 中的有向 ( n -1) 维流形 • 

5-26. ( a ) 若 /:[ a ，6] — R 非负而且/在外平面上的图像绕 x 轴在 R 3 中旋转产 
生曲而 M ， 求证 M 的而积是 
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( b ) 计算 S 2 的面积. 

5-27. 若 CR n — R " 是保持范数不变的线性变换，而 MSR n 中的 H 隹流形，证 
明 M 和 7 XM ) 体积相同. 

5-28. ( a ) 若 M 是一个&维流形，证明可以定义一个&阶绝对张量 | dV |， 即使 
M 不是可定向的也行，从而 M 的体积可定义为 

則. 

( b ) 若 c : [0,2 tr ] x (-1,1)4 R 3 定义为 


c ( u , v ) = (2 cos u + v sin ( u /2 )cos u ,2 sin u + 1 ; sin ( u /2 )sin u，v cos u /2 ), 

证明 c [0,2 tt ] x (-1,1) 是默比乌斯带，并求其 面积. 

5-29. 若在 A 维流形 M 上有一个处处不为0 的&次 形式，证明 M 是可定向的. 
5-30. ( a ) 若 /:[0，1 ]—R 可微而 C : [0，1]— R 2 定义为 c ( i ) = U ，/ (幻），证 

明 c ([0， l ]) 的弧长是 j[/l +(/') f 

(b) 证明这个弧长是其内接折线长的上确界. 提示： 若 0=~ 幻 〆… 

=1 ，则有 \ e [Vi A ] 使 

I c ⑷ - c () I = \/- l i ~ i ) 2 + (/(《•）) ) 2 


= V( l i - 、 -i ) 2 + f( s i) 2 ( t i 
5-31. 考虑 R 3 -0 中的 2 次形式 w 定 义为： 
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类似物. 

( c ) 若％是切向量，对某个 A e R 使得 D = Ap ， 证明对于一切切向量％ 
有 d 0( p )(%，％) =0. 若 R 3 中二维流形 M 是广义锥的一部分，即由过原 

点的线段之并组成，证明= 0. 

( d ) 设 Me R 3 -0 是一紧二维有边流形，使得每条过0的射线都与 MS 
多只交一次 （图 5-10). 这些过0而且交 M 的射线组成一立体锥 C ( M ): M 
所张的立体角定义为 C(M) ns 2 的面积，与此等价，也就是1々 2 乘以 C(M) 

ns 2 ( r ) 的面积， r >0. 证明 M 所张的立体角等于 f u d 0 • 提示： 取 r 充 

分小，以致有一个 3 维有边流形 iV (见图 5-10) 使其边缘和 C ( M ) 
ns 2 ( r ) 以及一广义锥的一部分之并.（其实#是一个有角流形，见下一 
节末尾的说明 .） 
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5-32. 令/，尽:[0，1]— R 3 是不相交封闭曲线.定义其连结数/(/，贫）为（参看习 
题 4-34) 

d 9* 

4 ^ ic f>g 

( a ) 若 （ F ， G ) 是不相交封闭曲线的同伦，则 /( F 0 ， G 0 ) HQ ). 

( b ) 若 r ( u，iO = I / O ) I ，证明 

l(f ' e) ^ (u ' t,)dudK 

其中 

( f 2 ) f ( u ) (/ 3 )' U ) >j 

Mu . v ) = det W ( t ;) ( g 2 ) 1 ^) ( 〆 )》 

- g l ( v ) f 2 ( u ) - g 2 ( v ) f 3 ( u ) - g 3 ( v ) > 

( C ) 证明若 / 与 g 都在外平而上，贝 =0. 图 4-5( b ) 的两条曲线是 
f ( u ) = (cos u,sin u ，0) 和贫 ( t ；) = (1 + cos t ；,0 ,sin v ). 很容易看到用上面 
那个积分来计算 Z (/， W 是没有希望的.下而习题说明如何不用明显的计 
算即可求出 

5-33. ( a ) 若 （ a ， b ， c ) e R 3 , 定义 

_ ( a ; - a)dy A <h + (y - b)dz A At + (z - c)dx A dy 
(a ' 6tC) = [( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 + ( z - c) 2 r • 

若 M 是 R 3 中的紧的二维有边流形， （ a ，6， c ) 牵 M ， 定义 

n ( a ，6， c ) = £ d 0 (a , fc , c) . 

令 ( a ， b ， c ) 是在 M 的外法线一侧的一点，而 ( a ，， b ，， c ，) 是在其另一侧上的 
一点.取 U ，6， c ) 和 { a \ b \ c f ) 充分接近即可证明，可以使 
n ( a ,6, c ) - n ( do 任意接近于 -4 ir . 提示： 先证， 若 m = aiv ， 则 
当 ( a ， b ， c ) e iV _ M 时 H ( a y b , c ) = - 4 tt ,当 ( a ， b ， c ) 矣 iV 时 
H ( a ,6, c ) = 0. 

( b ) 设 /([0，1]) = aM ， M 是一个紧有向二维有边流形.（如果/是不自交 
的曲线，这样的 M 总是存在的，即使/是打了结的，参看文献 [6] 第 
138页 .） 设当 g 与 M 在戈点相交时，尽在 x 点的切向量不在 M x 中.令 
〆 表示使上述〃与 M 的外法向指向同侧的 g 与 M 的交点个数， / T 是其余 
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交点 个数. 若 m + »证明 



( c ) 令 r ( a :， y ， 2 ) = |( x ， y ， 2 )|， 求证 

D 2 n(a ， 6， C) — a # 

D 3 n ( a ,6, c ) = f (…) 办广, 

( d ) 证明 （ b ) 中的整数 n 等于习题 5-32( b ) 中的积分，并用这结果证明当/， 
尽为图 44( b ) 中的曲线时，/(/，貧）=1，当/， g 为图 44( c ) 中的曲线时，/(/， 
g ) =0. (这些结果由高斯 （ Gauss ) [7] 所知.这里勾画的证法见文献 [4] 的 
第409—411 页； 又见 [13] 第2卷，41 一43页 •） 


5.5 一些经典定理 


现在我们已经完全做好准备来叙述和证明几个经典的“斯托克 
斯型”的定理 • 我们将比较随便地采用一些无需解释的经典的记号. 
定理 5-7 (格林定理） 令 Af C R 2 是一个紧的二维有边流形.假设 
— R 是可微的，则 


a dx + B dy 
JdM 


=(DjjS - D 2 a)dx A dy = 

JM 





(这里 Af 赋以通常定向，赋以诱导定向，也就是逆时针定向 _) 

证 因为 d ( ad ^+々 dy ) =( D # - D 2 a ) d ^ A dy , 所以这就是 
定理 5-5 的很特殊的情况 • ■ 

定理 5名（散度 定理） 令 MCR 3 是一个紧的三维有边流形， n 是 
上的单位外法线 向量. 设 F 是 M 上的可微向量场，则 


div F dV = ( F 9 n)dA. 

JM JBM 
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这个式子也可以用三个可微函数 o ：， i 8， y : M -> R 来写成 

i(^ + fy + %) dV = S {n ' a + n ^ + 心 ) 必 . 

M U U dM 

证 在 M 上定义 6> 为 6> = F l dy A dz ^ F 2 Az A + F 3 dx A dy, 
则鈾 =div FdV. 根据定理 5-6, 在 aM 上我们有 

n dA = dy A dz, 

2 

a (L4 = dz A Ax y 
n 3 dA = A dy. 


所以在 aM 上我们有 

(F 9 n)dA - F ] n l dA + F 2 n 2 dA + F 3 n 3 dA 

=F J dy A d 2 4 - F 1 Az A d^; + F 3 dr A dy 

= O). 

因此，由定理 5-5, 我们有 

f div FdV = [do>=[ct>=[ (F y n)dA. \ 

JM JM JdM JdM 

定理 5-9 ( 斯托克斯定理） 令 A / C R 3 是一个紧有向二维有边流形， 
n 是 M 上的由 Af 之定向所决定的单位外法线•设 dM 具有诱导定向. 
令 T 7 为 dM 上的向量场， 而且山 （ r ) = 1, F 是定义在一个包含 M 的 
开集上的可微向量场.则 

[((VxF),n)dA = [ (F,T)ds. 

JM JdM 

这个式子有时写作 

J^ad% 4- jSdy + ydz 

= ([卜 1处-逆) + n 2 ( ㉟ -处卜 n 3 (逆 - HdS . 

Jfj *- ' dz ) \ dz dx ) \ dx dy I ^ 

证 在 M 上定义仿为 = F l dx + F 2 dy + F 3 dz. 因为 FxF 的分量 
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是 D 2 F 3 - D 3 F 2 , D 3 〆 - D , F 3 , D , F 2 - D 2 F l ,如同在定理 5-8 的证明中 
一样，在 M 上我们有 

〈（ Vx F) 9 n)dA = ( D 2 F 3 - D 3 F 2 )dy A dz 

+ (D3F 1 - D,F 3 )dz A At + (D,F 2 - D 2 F l )dx ^ dy = do>. 

另一方面，由于山 （ r )= 1，在 dAf 上我们有 

T l ds = dx^ds - dy y t^ds = dz . 

(这些等式可以在 x 点上将它的双方作用到八上来验证，因为 

7；是 （^0, 的基底 •） 

所以在 3 M 上我们有 

( FJ)ds = F l T l ds + F 2 T 2 ds + F 3 T 3 ds 
- F l dx + F 2 dy + F 3 dz = a ). 

于是，由定理 5-5, 我们有 

L〈 ( Vx F) ' n)dA = L dw = L w = lJ F ’ r 〉 ds . 1 

定理 5-8 和 5-9 是 div F 和 curl F 名称的由来.若/是流体在 x 点 
(在某一时刻）的速度向量，则 L 〈厂心以就是从财“散出”的流体 
之量，从而条件 div F =0表示流体不可压缩.若 M 是一个盘子，则 
f 〈 F ， r 〉 山可 用来度量绕盘心旋转的流体的量，如果对所有的盘它 

JdM 

都为 0 ,则 Vx F =0,流体也就称为无旋的 • 

对 div F 和 curl F 的这些解释归源于麦克斯韦 （ Maxwell ) [13] .事 
实上麦克斯韦讨论的是 div F 的 负值. 因此他称之为 敛度. 对于 
▽ xF ， 麦克斯韦“十分犹豫地”建议用 F 之旋度的名词，由这个不 
幸的名词产生了一个缩写 rot F ， 现在偶然还可以看到. 

本节的几个经典定理时常可以陈述得比这里更 普遍. 例如格林 
定理对于正方形、散度定理对于立方体都成立 • 这两个事实可以用 
有边流形逼近正方形或立方体的办法来证明 • 本节定理的彻底的推 
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广需要有角流形的概念，它们是 R n 的子集，而且局部地和 W 的一 
部分微分同胚，这一部分则是由若干片以 -1) 维平面包围起来的•有 
志的读者可以自己去严格地定义有角流形，并且研究如何把这一整章 
结果推广，则会发现这是一个发人深省的练习 • 

习題 


5-34 把散度定理推广到 R" 中的〃维有边流形 • 

5-35 将推广的散度定理应用于集 M = U e R n ： \ x \^ a \ 以及 F (幻=\，用 
圪 = U e R ": UI 矣11的 n 维体积求出= U e R n :UI = 1|的体 
积. （圪的体积当 n 为偶数时等于77〜/(；1/2)!，当 n 为奇数时等于 
2 (B+1)/2 tt (n ~ l)/2 /l - 3-5 . n ). 

5-36 在 R 3 上定义 F 为 =： (0, 0, a 3 ), ， M 是紧的三维有边流形， M c 
U ：^ 3 ^0|. 向量场 F 可以看成是 U : /矣 01 中的密度为 C 的流体的向 
下的压力，因为流体在各个方向上都有相同压强，我们定义，流体加在 

M 上的浮力为 -f < F , n ) d 4. 证明以下的阿基米德 （ Archimedes ) 定理: 

JdM 

作用在 M 上的浮力等于 M 所排除的流体之 重量. 


1. 这里 F 是向量，就这点而言它表示力.但就其数值而言，它表示压强——即单位面积上 
的压力值.又这里假设重力加速度 g = 1，在适当选取单位制时总可以做到这一点.要换 
到常用的单位制时不会有任何困难.一译者注 
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四 画 
内积 2,75 
双线性2 

反函数 34 
反函数定理 35 
分量函数 10,84 
分法的加细 46 
方向导数 33 
从属 62 
切空间 83,112 
切向量 92 

五 画 

平面1 
正定性 2,75 


正交5 
标准正交基75 
对偶空间5 
齐次函数34 
记号43,86 
区间的分法45 
可微15,86 
可积函数 51 
可定向的115 
长度54 

卡伐利里 （Cavalieri) 原理 
刘维尔 （Liouville) 71 
边缘 11M28 
代数基本定理101 
立体角128 

六 画 

点1 
直线1 

直到〃阶相等18 
向量1 
向量场83 
闭矩形5,9 
闭集5 

闭（微分)形式89 
在集上可微17 
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重线性 24,73 
导数30 

约当 （ Jordan ) 可测 54 
约束 118 
交代张量76 
曲面面积 123 
同伦103 
有边流形110 
有向流形115 

默比乌斯 ( Miibius ) 带 115,117, 
127 

七 画 

角5 

投影函数10 
连续10 
连续函数31 
体积元素 80,123 

体积123 

邦加莱 （ Poincar 6) 定理 90 
坐标系108 

阿基米德 ( Archimedes ) 133 

八 画 

空间1 
范数1 
极化等式2 
极大(小）值27 
极坐标系70 
垂直 5 
图像111 

罗必达 （ L ’ Hospital ) 法则 18 


转置矩阵24 
单位分解61 
单位外法线向量116 
变量替换65 
张量73 
张量积73 
定向 80,116 
定向的协调选择方式116 
终点83 

奇异 (〃 维）立方体93 
线积分98 
参数化的独立性101 
环绕数101 

拉格朗日 （ Lagrange ) 方法118 
拉格朗日乘子118 

九 画 

欧几里得 ( Euclid )( 欧氏）空间1 
绝对值 1 
绝对张量122 
绝对微分形式122 
保范数的4 
保内积的4 
保角的4 

保持定向的115，119 
复合10 
测度零49 
面积 54 
面积分98 
逐次积分57,58 
恰当形式89 
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星形的90 

标准奇异（〃维 ） 立方体93 
退化的102 

柯西- 黎曼 （ Cauchy-Riemann) 

方程102 
柯西积分定理103 
柯西积分公式103 
弧长 123 

十 画 

通常基底3 
通常定向80,84,117 
通常内积84 
紧7 

海涅-波雷耳 (Heine-Bored) 定理 
7 

振幅11 

高阶混合偏导数26 
矩形的分法45 
积分45,46 
容度零48 
容度 54 
特征函数53 

莱布尼兹 （ Leibnitz) 规则 60 

流形107 

流形上的向量场112 
流形上的微分形式112 
高斯 （ Gauss ) 130 
格林 ( Green ) 定理 130 
十一画 
集的内域6 


集的外域6 
集的边界6 
(定义）域10 
雅可比 （ Jacobi ) 矩阵17 
常值(数）函数20 
偏导数25 
隐函数39 
隐定义的函数40 
隐函数定理 4 1 
萨德 ( Sard ) 定理69 
排列的符号76 
旋度85 
球面 107 

十二画 

距离 4 

锁链规则 18,32 
富比尼 （ Fubini) 定理 55,56 
散度 85 
散度定理 130 
链 94 

斯托克斯 （ Stokes) 定理 99, 
121,131 
解析 103 

十三画 

微分形式85 
微分同胚107 
微积分基本定理97,99 

十八画 

(开）覆盖7 
C 00 26 
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1. 在定理 241( 反函数定理）后应该提醒，的公式使我们能断 
定，厂 1 实际上是连续可微的（而且若/是 C " 的，则 / q 也是的).事实 
上，只须注意到一个矩阵4的逆之元素是原矩阵4之元素的 ( T 函数即 
可，这一点从下面的“克莱姆法则” 推出： （4 _1 ：^= (del / 
( det ^) ，"是从 >4划掉第 i 行和第 y 列所得的矩阵. 

2. 定理 3-8 前一部分的证明可以大为简化，而使引理 3-7 成为不 
必要 的了. 只要用这样的闭矩形 G 的内域来覆盖 B 就可以了，这些闭 

矩形适合 XI ，⑻ <6再对每一点^ e 选一个以 x 为内点 

的闭矩形 h 使得 M Kx (/) - m Vx ( f ) < e . 如果分法 P 的每个子矩形都 
包含在 G 和匕之某个有限集的一个之中，而这有限集又覆盖4,且对4 
中一切％ 有 |/(幻| 在 M ， 则"(/，戶 ）- L ( f ， P ) < ev ( A ) +2 Me . 

逆定理证明部分有一个错，因为只有当 S 之内域与 B 1/fi 相交时才 
能保证 M s (/) - m s { f )^\/ n . 为了弥补这一点,只须把 P 的所有子矩 
形的边界用总体积 < 占的有限个矩形覆盖起来即可.这些矩形连同 S 
将忍 1/n 覆盖而且总体积 < 

3. 定理 3- M ( 萨德定理）第一部分的论证需要详细一点.若 t/C 
A 是一个边长为/的闭矩形，则因为 f / 是紧的，所以有一个具有以下性 
质的正整数/ V 存在 :若将 U 分为 IT 个边长为 1/ N 的矩形，则只要和 
z 在同一个这样的矩形 S 中，必有 | D y ^( M ；) - D .^( z ) I < s / 〆 ， 已给 
x e S 9 令 /(:) = Dg ( x )( z ) - g ( z ) ，于是当 z e S 时有 

\^f(z)\= Id 〆 ⑷ - D^iz) I < ^ 2 . 

故由引理 2-10, 若 e S ， 则有 

i D 尽(幻 (y - x ) - g ( y ) + g ( x ) I 
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= \ f ( y ) - f ( x ) I < ^ I ^ - y I ^ ^ 7^( I ’ N )• 

4. 最后，本书中出现的记号 A fc ( F ) 是不正确的，因为它与 
f \ k ( V ) 的标准的定义(作为 F 之张量代数的某个商）不符.我们讲的 
这个向量空间（对于有限维向量空间 h 它自然同构于 A A ( r ))， 记 
号可能日益成为标准的记号了 . 1 


1. 本书已作替换.——编者注 



附录部分习题的解答或提示 

——译者 

1. 欧几里得空间上的函数 

1-2 应为 ％ = Ay 或 y = 而 A ， /x 彡 0. 

1-5 因为 2 - x = (2 - y) + ( y - 幻，所以 

\z - x \ = \ (z - y ) ^ (y - x ) |. 

再利用 1-1 定理的 (3) 即得. 

1-6 ( a )(1) 设对某个 A eR ^[( f - Ag ) 2 = 0. 由积分的性质只能得 

到 /-Ag =0几乎处处 成立. 但若/与 g 均为连续，则 (/- Ag ) 2 
也连续而且 非负. 一个非负连续函数当且仅当它恒为0时积分才 

为 0. 所以/= Ag 处处 成立. 这时自然有 j ^ f.g = | A | jV , 

(/V 2 ) 1 = U 2 f /) + = iAi ([ 6 g 2 ) i 所以得到原题中的 结论. 
(2) 若对 一切入 GR f f (/- Ag ) 2 >0,即 

f/ 2 - A fV • 客 + A 2 (V >0. 

Jo Ja Jo 

视它为 A 的二次三项式，则此二次三项式恒正，因此其判别 
式为负，所以又得到原题中的结论. 

1-7 ( a) 因为 T 是保范数的，所以对一切有 |r(x + y ) \ =\x ^ y \. 
但是 

\ T ( x + y )\ 2 = \ Tx \ 2 ^2 < Txjy >+|7>| 2 , 

\x + y \ 2 = \x \ 2 + 2 < x,y > + | y | 2 . 
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比较二式，注意到 r 是保范数的，所以 I = kl , = lyl ，所以 

有 


< Tx,Ty > = < x,y > 

对于一切均成立，所以^也是保内积的. 

反过来，设 r 是保内积的，即对任意〜 y 有 

< Tx，Ty > = < x 9 y > . 

令 y 〜 ，有 I 仏 i 2 = u r . 双方开方，注意到范数恒为非负的， 
故有 IM = kl . 即是说 r 也是保范数的 • 

( b ) 先证明 r 是 1-1 的. 一方面 r 自然地映％ e R n 为 y = 
Tx G R re . B 卩，有一个只有一 个像; 另一方面对于一个 : k e 
R \ 也只有一个原像.因为设有两个 A，h e R n 均有 y = 7^ = 
n 2 , 则 o = 7^ - Tx 2 = T { x x - x 2 ). 但是因为 r 是保范数的，所 
以 Ui - x 2 \ =1 Tx y - Tx 2 I = 0，即々 = x 2 - 这就是说，如果 y 有原 
像存在，则原像必惟一.另一方面原像一定是存在的，因为 A = 
y 其实是 n 个未知数〜，…，心的〃个线性方程组成的方程组•线 
性代数知识告诉我们，若相应的齐次方程组解只有0解，则非齐 
* 次方程组 Tx - y 必 可解. 上面的惟一性证明正说明 Tx =0 只有 
零解，所以 A 必可解 .二 者综合即知 A 对任意7 E R n 
必有惟一解％存在,即是说 r 是 1-1 的. 

上面我们作出了逆变换厂 1 .即对任一个 y e R \ T~ l y =xe 
R n 是存在的.由于 r 是保范数的，所以对任意的 y e R ° 有 

\ T ' l y \=\ T ( T - l y )\=\ y \. 

这就是说厂 1 也是保范数的.再由 （ a ) 知 r 1 也是保内积的 • 

1*8 ( b ) 这个题目实际上就是平面几何中相似三角形的基本定理•首 
先我们要注意，基底中不会含有0向量，所以一切 A #0. 

(1) 先设 r 是保角的，现证对于一切有夂 = A y . 我们只来 
证明 A 1 = A 2 . 

取相应于它们的因为它们是基底的一部分，所以必 
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定线性无关而组成一个平面，: T 则成为此平面到其自身的线性变 
换.于是这个问题表面上看是〃维空间中的问$实际上是2维 
平面上的问题(见图 A -1). 线性变换 T 变々 =6?为 7 ii = A 七 
= 0^ 9 方向不变，变 h =茄为 Tx 2 = A 2 ^ 2 ，方向也不 

变，所以 AAOB : AA f O f B f . 这里我们没有利用 r 的保角性，但 
用了 A " A 2 >0, 请读者画一个 A 1 >0,人 2 <0的图就知道了. 



= Tx' +Tx 2 = \ + A 2 ^ 2 = O f A f + O'B 1 = (TC 、 所以 0 C 与 

涼之交角应等于^与^ 1 之 交角： LAOC = AA f O f C f = 6. 
现在来看 A / IOC 与 A / T 0 X '. 已经有了一个对应角相等，而 
ACA0 = 77 - AA0B = 77 - AA , O f B , = /_CA'0\ 所以这两个三 
角形有两个相等的对应角，因此 

AAOC^ △AWC ， 

由相似三角形的基本 性质： 

\ 0 ^\ \ 1 ^\ \ 0 ^\ 

\0 A \ \ AC \ \0 B \ * 

但是 T ( OA ) = A 1应，由于 A , > 0, \0^\ = \.\ OA \ 
(注意若入，<0则这个结论要改），同理 I = A 2 |0^ |. 
代人上式即得 
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A 1 — A 2* 

( 2 ) 现设七=对一切 i ， y 均成立，而且所有人 > 0. 这时想要利用 
上面简单的图形就不行了，因为这图仅适用于基底向量，而 r 对 
于它们的作用就简单地成为方向不变的 伸缩. 于是现在我们取 
任意两个向量 K e R % 而由基底的假设 

n n 

x = X a i x i^ r = Z b i x i » 

i = 1 i = 1 

因此 


Tx 


^ a i \ i x i = A ^ a i x i = \ x . 

i = 1 i = 1 i = 1 


这里 A 是 A , 的公共值，它也是正的，同理 


Ty = Y, b i Tx i = X = A X b i x i = A ^* 

i = 1 i = 1 i = 1 


•就是说，在 A t = A ; > 0 的条件下， r 对一切向量都是同样比例系数 
A 的伸缩.因此 


< Tx ， Ty > — A 2 < x , y > 一 < x , y > 
\ Tx \ \ Ty \ | a | 2 |^| | y | ~ 1^1 Irl 


这就是保角性. 

<> o 的条件不能去掉，因为有 
以下的反例.考虑 R 2 , 其中的基底 

X x y x 2 如图 A -2, 而且夹角 a # t，- 

我们定义 图 A -2 



Tx l = _ 七 ， （即 A 丨=- 1) ， 

Tx 2 = ^ 2 ,( BPA 2 = 1). 

对于一般的向量％ = %〜+ a 2 x 29 则定义 R = a x Tx x + a 2 7^ 2 .这 
样得到一个线性变换 r . 它适合题中的条件，只除去 A ,, A 2 为正这 
个条件.由图上可见力，％ 之夹角为 cc ， T Xi ， Tx 2 之夹角为 
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77 - a , 二者不相等，因此这个 r 不是保角的. 


1-10 令 A = 

• 

• 

• 

, T = 

眷 》 _ 

, 所以 Th = 

' 2> iA 、 

• 

• 

• 

因为 

) 




a «A ) 


叫 2 = Z ⑻ 2 ，叫 2 = [ Z ( X a A) 2 ] » 

» j 

而 

Kla ^) 2 ^ = ( XC 2 )\ h \ 2 . 

i j i J i 

这里 C = max|a..|. 所以由上式可得 

\Th\ 2 ^ nC 2 \h\ 2 = M 2 \h\\ M = AC ， 

因而得到结论.注意本题中，用不同的方法可得不同的 M. 

1-12 设有％ e R n , 利用 r > ( Vr e R n ) 定义一个 R n 上的线性 
泛函 

<p x (y) = r> ( V r e R n ) 

(因为这个泛函是由％定义的，故记为％ ), 即得一个由 ir 到 
R * 的变换 r : r , xi x . r 是线性的易证，略去.今证 
T 7 是由 R n 到上的变换，事实上，任给一个0 e R n \ 则因为 
(ITT 的元就是 R n 上的线性齐次式，故对任意^ = (%，•••， 

n 

穴），有 ^(r) = X aji，％ 是 实数. 令％ = (tti ，…， cO 即有 

i = l 

$( r ) = r > = (p x {y) 

所以任意 $ e R” 均在 T 的像中. 

『是1-1变换也 易证. 一方面有一个％，只有一个％ e R n ‘ 
使 
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(p x (y ) = < 欠 ， ♦ 

另一方面，对于任意$ e r 〆 又只有惟一的^适合 R = <D， 即 
< x , y> = $(j) ( Vy e R n )• 因为若有 A ，欠2均适合上式， 

必有对一切 y e R ” ， 

<x x ,y> = <x 2 ,y> = <f(y) BP <x { - x 2y y> =0. 

令 y = x x - x 2 , 即有 IA -戈 2 1 2 = 0 ，亦即 A = x 2 * 

1-14 任给一族开集丨 t / a K 我们写 《 而不写〃，表示允许有不可数多 
个开集 u a ), 若 X e UU a ， 则存在一个特定的 t /„ (例如 R ) ，使 

a 

X e U x 而对％必存在一个开矩形令使 X e 4 C %，但 R C y 
1/„，则4 C U l / a , 所以存在一个含 x 的开矩形4适合％ sACU 

a a 

u a , 因此 y t / a 是 开集. 

关于 ^ 集之交，我们不妨只看两个开集 R ， ％的特例， 
如果 a e t /, 门（/ 2 ，则因戈0 %， 故有含$的开矩形岑使 x e /4, 
C U r 同理又有一个含％的开矩形毛使 x sA 2 C t / 2 . 在平面情 
况下，由图 A - 3 可见一定有含^的矩形 ha . cu , nu 29 
所以 t /, 门1/ 2 为开集.对任意有限多个开集 R ， …，％上面的 
证明仍有效 • 但对无穷多个丨％ 1，因为涉及丨弋 I 的“极 
限”，上面的方法就无 效了. 但是方法无效不等于说结论不对， 
因为还可能有其他 方法. 这就需要找一个反例.为简单起见， 

我们只看打=1的 it 况： （-1 -丄，1 +丄）对一切正整数打都 

n n 

是包含 [- U ] 的开区间，但是 n (-1 _丄，1 ++) = [-1， 

n Tl Tl 

1] 是闭的而不是开集 • 

另一个情况是，若 t /, nt / 2 =</>，本题结论仍是对的，但空 
集为开不能用本书那样讲法来讨论，请读者参看关于点集拓扑 
学的书籍. 

另外，请读者对一般的 R ' 不用上面的图直接证明本题 • 
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M 6 UeR B ： UI^U 的内域是 U e R、Ul < 1 1 ,外域是 U e R n : 
Ul > 11 , 边界是 U e R n ： Ul = 11. 

\x b R n ： \ x \ = l \ 没有内域，外域是 U e R n : U | > 1 或 <11 ， 
边界即其自身. 

U e R \ 每个 V 是有理数 I 没有内、外域，边界是全空间 R ' 

1-17 取 [0,1] 的两个有理数列丨\|和丨，使它们都是稠密的 
而且 A # 巧， 尹 y z ，4 = j (x ny y n ) | , 即适合要求. 

148 由1 ]4 知4是开集，故内域为其自身，而 R 是4之外域与 
边界之并.如果[0，1]，则必有一个包含％的开区间 B 使 
与4不相交，即及中之点均在4的外域中.反过来，4的外域中 
之点又一定在[ 0 ， 1 ]之外.总之，4的边界应是 （ R -4) n 
[0,1] = [0,1] -A 

1-20 设4 CR 71 是紧集，今证4必为有界闭集. 

4为有界集证明 如下. 如果4是无界的，任给一个自然数 
/ V ， 必有々 £^4使|义|>斤.因为4不能以 kl + 1 为界，故一 
定有一个 A e A , U 2 1 + 1,因此 k 2 U 2 |- U , 1. 

仿此可以求出 Ud ，使 -七1 彡 i，y = i ，2 , …， a = 
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以4中任一点％为心， | 为 “ 半径”作开矩形％，则是4 

的开覆盖，这个开覆盖中不可能取有限个开覆盖4，因为每一 
个 R 中至多有 U *1 中的一个点，因此4不能为紧. 

再证4为闭集，这一点可以参看习题 1-28 与 1-29. 

1-23 令/的各个分量是 Z 1 ，•••，/、这样的/只有肌个分量），6的分量 
是 b 1 ， … ， b m . 由极限的定义知， 对 任一个 e >0,存在 5 U )>0, 
使当 U - a | < 5 U ) 时 1/( 幻 - b \ < s . 但是/(幻- 6的分量是 
f \ x )- b \- J m { x )- b m y 而且 |/‘ U )_ 叫彡 |/(幻- 6|. 所以当 
U - a |<5 U ) 时，|广(龙)- 6* | 在 |/⑷-6| < 占，即把/*(%) 

= b\i = 1，2,…，几. 

另一方面，很容易证明由 \ imf l ( x ) 二 b l ， i = 1，2,…， n 可 

x-^a 

得 lim f ( x ) =6( 略 去），故本题得证 • 

^ i 题与 1-24 合起来表明，研究由4到高维空间 R m 的映射 
/的极限与连续性，可以归结为研究其每个分量的极限与连续 
性. 

1-26 ( a ) 见图 A 4 自明，注意（0,0) ^ A . 



图 A-4 
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考虑直线7 A =0时得到 y = 0. 此直线全部不在4 

中，而其右半是4的边界之一部分 . A #0时，（图上画的直线 
A >0)，取一个小区间 （- l / i )， 当充分小时 U / i |^ \ h \ 2 
(h = 0 时等号成立），这就表示直线 y = Ax 位于 x e ( - h ， h ) 上 
的一段(它自然以 (0,0) 为内点)全在 R 2 中. 

( b )/ 在（0,0)处的不连续是明显的，但是 /( 认）= A ⑴是定 
义在上述直线上的函数.因为这条直线在（0,0)附近（即当 
UI 充分小时）全在 R 2 中，从而其上/(幻=0, 即仏⑴ 50. 
当 M 充分小时，它当然在^ =0处（即 R 2 中的(0,0)点）连续. 

1-28 因为4不是闭的，所以它至少有一个边界点％ e 即 
x ^ R n - A. 令 /(y) =1/|7- 无 | ，当 ： )^4 时，卜 -^ ； |#0, 所以 
/( y ) 当 y e 4时是连 续的. 但因在4之边界点 a ; 的任意小的含 
有％的开矩形中均有 y e 4存在，所以 | y -% | 可以任意小，从而 
/( y ) 是无界的. 

1-29 先证明这样的/必是有界的.因为任取一点％，/(幻既 然在％ 
连续，必有含％的一个开矩形&。，使在其上 1/( 幻 -/ U。） I < 1, 
或 \f(x)\ < 1 +|/ U )| 对成立.对4中每一点都可以作出一 
个类似的&，所以 U /^ 成为4的一个开 覆盖. 由4的紧性可 

x 

知，？ 圮一定 有一个有限的子集⑻,仍然覆盖儿我 
们称之为 U 的一个子覆盖 ： U i ? D A 于是对任一点％ e / I ， 

X k=\ * 

必有一个/^使％ e 从而 1/( 幻 | < 1 +|/(七）|.在有限多个 
数 1 /(A )1,... ,1/( A ) l 中必有最大的一个记为尺，于是对一切％ 
^ AAf { x )\< 1 + K . 即 是说： 定义在紧集4上的连续函数兑为 
有界的.因此也一定有上确界 M 与下确界 m . 

现在证明 /( 幻必可达到 M 与 m . 以 M 为例，如果/(旬不能 
达到 M , 则 M -/ (幻必定是4上的连续非零函数，从而 1 /[M - 
/( 幻]也在4上连续.但由上确界之定义，对任意 e >0 —定存 
在一个无 e 4使 M >f(x) >M-e. 因此0 < M - /( 元） < 占从 
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而 1/[ A /-/ (幻] > 即是说4上有一个无界的连续函数： 

1/[ M -/ U )]. 这与上面的结论是矛 盾的. 所以本题得证 • 

由此可以再看习题 1-20. 如果紧集4 CR n 是非闭的，则由 
习题 1-28, 4上一定有无界的连续函数，而这与本题矛盾.因 
此这就完成了重要的习题 1-20 的 证明. 

请读者充分注意1-20, 1-28, 1-29 这几个 题目. 所有读过 
经典的多元函数微积分的读者都很容易模仿一元函数的方法， 
利用例如有界序列必有收敛子序列等等定理 • 我们在这里完全 
没有涉及序列的问题，并不是仅仅因为现在的证法简单，更重 
要的是因为紧性是一个十分重要的，而且在一定程度上与序列 
问题相独立的 概念. 尽管我们已经证明了， R " 中的紧集就是有 
界闭集，但是“紧”与“有界闭”本质上是不同的，因此应 
该用不同方法处理.我们给出这三个题目的详细证明目的就是 
提醒这一点.读者可以参阅齐民友《重温微积分》第403~ 
408页，高等教育出版社， 2004. 

1- 30 取心 = a < f <… < 么= 6使^彡七 < 匕 <々<••• < x n ( 

匕，于是由/(4为增函数以及函数/在 A 点的振幅之定义有 

相加即得本题结果. 

2.微 分 

2- 4 ( a ) 分两种情况.首先设 x =0,则 0) = /(0)=0. 作为 

一个常值函数，它当然是可微的. 

其次，若％#0,则由/(^)之定义 
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hU ) 中 1 •叫命 
■0 

当 O 0 时,/1(0是£的线性函数 

h ( t ) = t \ x \ g ( Ar ) , 

w 

所以一定可微 . £ < 0时证法类似 （ 利用 g (- x )=- g ( x )). 
h ( t ) 在 t =0处的可微性请读者自行证明. 

( b ) 上面实际上是只在过(0,0)的任一直线段上看 /( 幻，所以得 
到可微.现要在含(0,0)的一个完全的邻域中考虑 /( 幻，这 
时就应该直接由定义，看能否找到一个线性变换 D /(0) 使 

1/(fe) -/(Q) - D/T0)fe| 0 , ⑴ 

\h\ ’ 

这里 /I = (\，/ 1 2 )是一个二维 向量. 注意到 /( o )= 0，/(/0 = 

UI •€(&)( 应该令 A #0. 为什么？) . 分别考虑=(\，0)与 (0, 

K ) 的情况，利用 g ( i ， o )= g ( o , 1 )= 0 ,有/((&，()））=/( ( o ，/ o ) 
= 0. 因此对这种特殊的/ I ，必须取 D /(0)=0. 但 D /(0) 如果存在 
必与 A 无关，所以如果/在0 = (0,0)处可微，必须有 D /(0) = 0. 

代回 ( 1 ) 式有 ~ j ^ (Q) I — 0，但这是不可能的 . 证毕. 

2-6 考虑 /(、 y ) 在直线方程 y = 上的限制，可得 

f { x ,\ x ) = / TaI - Ui , 

然后再证明 /( ty ) 在 （0,0) 处不可微. 


t 7^ 0 
t = 0 


2-7 


/( A )-/(0) = 0 (\ h \ 2 ). 
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2-8 把可微性定理(或定义）用到/上去，并将/分成两个分量分别考 
虑. 

2-11 ( a ) 利用链法则，令 a ; + y = 2 , 则 

f ( x , y ) = F ( z ) | z= , +r , F ( z ) = [ g . 

下面再利用 ^ + r 是可微函数以及定理 2-2 即得. 


2-12 所谓双线性函数 /( ty ) 即对％与: K 分别为线性的 函数. 如果把 
各用分量来表示：％ = ( x l 9 ..., x n ) , y = (:^ ，…， h ) ， 当有 

/(^, r )= : Z 二;〜为常数•再注意到 

1切1$ Z 土 UJ 2 )^( Z lr / l 2 ) l T ^ l (^ 9 r )\\ 

k,l k = l 1 = 1 

就易证明 jff - ， 以 — 0. 其余部分自明 • 

但是以上的证明是利用心 y 之分量（或坐标）来进行的， 
而微分学的结论应该是与坐标无关的.本书重点之一在此•因 
此，下面我们再讲一下如何不利用分量来进行证明 • 为此直接 
回到定义，并且考虑 D / U ,6). 它应该是由下式定 义的： 

\f(a + h，b + k) - f(a ， b) - Df(a ， b) (h ， k) \ 一 n 

hm l ( M)l - 

D / U ，6) 是一个由 R m + n 到的线性变换.上式中分子是中 
的范数，队幻是一个 R m + ° 向量，丨 （ IWI 是 R _ 范数. 若用分 
量表示，令 A = ( h ，…， h m )，k = ( h ，…人）贝= ( S ， 

…人火 ，… 人)而 i ( m ) i 2 = i uj 2 + i \ kj \ 2 . 

»=1 ;=1 

我们首先要提到一个极重要而又极易引起误解的结 论：若 
L ： R p 是一个线性函数，则其 “ 导数” DL 就是它 自己： 


( BL )( h ) = L ( h ). 


(1) 
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它的证明很 简单. 既然 L 是线性函数，它当然就是一个线性变 
换： — R p ，而“导数” DL 按定义同样是由 W 到的线性变 
换，所以 （1) 之双方有 意义. 另一方面，1为线性函数，所以对 
任意 h 有 


L(a + k) - L(a) = L(h ) ， a y h e R f . 

所以 

|LO+fe) - L(a) -L(h) \ =o 当然 也趋于 0 . 

\ n \ 

将此式与数” DL 之定义比较，可见 L 就是 DL , 从而 （1) 式 
成立. 

说它容易引起误会，是因为我们在一元函数微积分学中学 
过： 若一函数 /( 幻之导数 =/( 幻，则/(%)= C〆 ， 而不是 
线性函数.这个方法在于，在学一元函数微积分时，我们有 
= lim /(% +弋）-/⑷' 即是令^ — 0,而％不动•但 

ax 公 ―0 j\x 

谈及= / U ) 时，是将等式两边看作是％的函数，而在取 

cb ; 

极限后已经消 失了. 与现在的讲法比较，我们是用&来表示 
的，它是一个#向量，而 a 则相应于％.所以本书的讲法很清 
楚， a 与/^是分得很清楚的，而且 a —直是固定的.如果一定要 

与^■=/(%)比较，左方 D / U ) 是一族线性变换作用于心而 

以《为参数，右方是函数/在 a 点的值，二者无法 比较. 这一 
点正是微分概念的精华，参见齐民友《重温微积分》 74-78 
页（特别是78 页）. 

( b ) 现在回到本题并且看双线性函数（亦即双线性变换）/(\ 
r )： R n xR m = R m+n - R p . 由导数之定义，我们应该看 

f(a ^ h 9 b + k) - f(a,b) = [f(a + h 9 b + k) - f(a，b + k)] 

+ [/(a,6 + k) -f(a,b )]. 
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先看第 2 项，这里 a 是固定的，而 /( a ， y ) 是 y 的线性函数，所以 
由上所述 /(«,6+ A )-/ U ,6)=/( a ， A ). 再看第1项，根据同样 
的理由 


/( a + h，b + k ) - f 、 a，b + k ) : f [ h，b + k ). 

再利用一次 / 对于后一变量为线性性质有 

f(a + h，b + k 、_ f ( a，b + k )= f ( h , b ) + f 、( h ， k ). 

回到定义即得 

f ( a + h ，“ k 、- fia ， b )= f ( k » f ( a ， k )+ fih ， k ). 

前两项合并成为关于 （) 的线性式，而最后一项如果用 （ A ， 
h ) 之分量来写应是 H =1 Z 卜•因此 

i i c \ h \-\ k \^ M \( h , k )\\ 

i=l j=l 

故由导数的定义有 

Ttf ( a ， b )( h ， k ) = f ( h ， b )+ f ( a ， k ). 

把 & ， A 分别改为 ty 即得本题所求证. 

( c ) 上面的结果是十分重要的，因为数学中许多运算都具有双 
线性性质.最简单的如两个独立变量％ e R 与 y e R 之积/>(%， 
r ) =^- r , 我们都说它是一个二次齐性 函数. 但若把％和7分 
开来看，则视 P 为一个变换，应有 

p ： R x R —► /?, { x y y )\~* x • y 

这恰好是上面讲的 m =n =p = 1 的最简单的双线性 变换. 故由 
㈦ 有 

Dp ( a y b ) ( x 9 y )= ay + bx ， 

这就是定理 2-3 的 (5). 


2-13 ( a ) 另一个十分重要的“函数”是两个 R n 中的向量; c 与 y 的内 
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积（或称数量 积）： 

l?(x 9 y)- (x,y). 

从上题的观点看来，它也是一个双线性变换 

IP ： R n x R n ->R U ， y ) 卜 < x ， y >. 

所以由 2-13 题可知 

D ( IP )( a ,6) = ( a , y ) + (x,b). 

这是一个线性变换 R n x R n — R 
(IP)'( fl ,6) 是这个线性变换的 矩阵. 如果我们把 R" xIT 之元 
素写成一个竖向量（列向量），即 2 n x 1矩阵，例如 
f x i \ f x \ \ 



这里我们把横向量（行向量）（0,…， 0 ; fll ，… ， fl J 看成一个1 x 
2 n 矩阵.上式就是这个1 x 2 n 矩阵作用于一个 2 n xl 矩阵，其 
结果是一个1 xl 矩阵，即一个实数.用同样的方法处理〈 X ， 
6〉，又可得另一个 2 n x 1矩阵（\，…， 6 a ; 0, …,0 ) .而 



(IP)’ （ a ， 6) = ( 卜， … 人 ；〜，…， aj 
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2-14 则把上面讲的双线性变换推广为重线性变换 • 

2-15 我们都习惯了如何定义行 列式. 但是对于它更深刻的看法是认 
为一个 n 阶行列式是一个 n 重线性变换 ♦ 重线性是很容易证明 
的.因为如 2-14 那样，我们认为~ e 巧是一个 n 维列向量 


(即对一切7,6 e R n ):^. 


%，而令 

參 


det(A ，…， 〜）= 





它的元％有两个指标 i 与/纟表示所在的行，/表示所在的列. 
于是重线性就归结为非常简单的行列式性质.以第一列为例， 
如果 


i = Aj! +a^i » ri = 

• 

• 

• 

» 2 1 = 

<Z \\ ^ 

• 

參 

• 






而 A ，/ x 为数.则 

A y n 

det( Ay! + fxz { , W n )= ； 

a r„i +/^ nl 



Yu X \n 


^11 

A 

• • • 

• • • 

• • • 

+〆 

• • • 

• • • 

• • • 


r n i u 


Z nl X nn 


= Adet(y! ， x 2 , …， x n ) + fjidet(z ] 9 x 2 9 

…， o . 
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至于“导数”的求法则与 2-12( b ) —样 • 

2-19 在求 D 2 /( l ， y ) 时，是对第2个变元求导，就是说第1个变元不 
变，始终为 1. 所以不妨先在 /(〜 y ) 中令 x = 1，然后再对所得 
的 y 的函数求导数 • 注量到/当％ = 1时恒有 ， L = 1 = 

又 lnl =0. 因此 /( l , y ) =1+0 = 1，而问题解决 • 

2-22 ( a ) 注意，4现在是 R 2 平面除 
去一个 割口： 正％轴（包括原 
点），而区域的几何性质在研 
究微分问题时起了重大作用 • 

我们讲函数可微性首先是讲 
它在一点的某领域中的可微 
性，这个领域在本书中时常 
是一个（开）矩形，在许多 
其他书上则是一个（开）球， 

这都是最简单的几何形状•例 
如我们都非常熟悉的定理： 

若在4 CR 1 上/(4 = 0,则 /( x )= 常数. 其实这样想就犯了大 
错.因为我们不能说，当 / U )= 常数时有尸(4 = 0,故有以上 
结论. 这是把定理与逆定理混为一 谈了. 正确的证法是利用拉 
格朗日 公式： 若/(4在 [ a ,6] 连续，且在 [ a ，6] 上可微，则必 
存在一个 c e ( a ，6) ，使 

这里时常被人们忽视 的是： 我们讲的是一个区间上的函数.而 
在 R 1 中，区间（开或闭）是最简单的几何 图形. 因此，我们 
只能说，若 /( 幻定义在 4 CR 1 上，而且4是一个区间，则由 
/(4 = 0可得/(幻=常数.如果4不是一个区间，则这个结论 
是不成立的.下面是反例.设4 = [0,1] U [2,3] (两个互相 
分离的区间之并），而/\4 = 0于4上，如图 A 4 则很可能 
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fix ) 



x E [0,1] 

^ e [2,3] 


7 *^ C 2 . 



图 A~6 

这样的 /( 幻时常称为“局部常值”函数. 

所以本题中有一个 提示： “注意，4中任两点可用一串直线 
段相连”.因此如果我们要证明 /(\ y ) 在/两点之值相同， 
不能直接用图上的虚线连接 P ， P 两点，并视 / U ， y ) 为此虚线上 
的 y 的函数，再利用上面的结论.因为它不是区间，而是虚线 
除去一点•因此有反例表明 / U ) 最多只能是局部常值函数.所 
以，正确的做法，是用折线它们都是区间， 
因此可以应用拉格朗日定理，而得 /( P ) =/(弋） =/( /> 2 )= 
f ( Q ). 所以 / U ) 在4上取常值. 

这里的关键问题是4中任两点可用折线连接起来而上面的 
反例则不行，这个性质与4的所谓连通性有关.可以说，经典 
的微积分教材中都只讲到实数系的完备性(柯西准则等），而紧 
性则被“有界闭”掩盖了，连通性完全不谈.其实，所谓连续 
函数的“基本性质”中，我们已讲了有界性，可以达到最大最 
小值，它们都是紧性的表现.还有“有界闭区间上的连续函数 
必为一致连续”也是紧性问题.但是中值定理的关键则是连通 
性问题.在本书中类似本题这样涉及连通性的地方很多，突出 
的是第4章的定理 4-1 L 它是极重要的，我们要特别领会其中 



附录部分习题的解答或提示 161 


的思想.关于这一类问题仍请读者参看《重温微积分》一书第 
6章中关于紧性与连通性的讨论. 

( b ) 请看 （ a ) 中的反例以及不能应用拉格朗日定理的说明- 


2-25 这个例子很简单，但是非常重要.下一题就是讲如何应用它来 
构造“具有紧支集的无穷可微函数”.所谓支集就是使该函数 
不为0的点之集合再加上这个点集的边界点之 集合. 这句话有 
点绕，如果粗略一点说，具有紧支集的无穷可微函数就是那些 
在某个有界闭集之外恒为0的无穷可微函数，而且因为它们是 
连续的，所以在此有界闭集的边界上也必为 0. 这与我们习惯 
了的所谓初等函数大不相同：那些函数都是只在孤立点上为0, 
甚至在实变量情况下恒不为 0( 如 〆 ）. 但是这类函数太重要 
了，在所谓“现代分析”中，它们占有突出的地位 • 因其重 
要，所以有一个专门的 记号： 例如本书第3章的定理 3-11 
介绍所谓单位分解，就是以它（具体说是以习题 2-26) 为基 础的. 
问题在于究竟有没有这种函数存在?这个题目就是做出这种函 
数的一种最常见的“原材料”，下一题再讲怎样用这种原料构造 
出更多有用的函数，而它的进一步的变化还更加丰富 多彩. 
有兴趣的读者可以参看《重温微积分》第3章，特别是132〜 
136页. 

因为此题重要，我们再介绍另一种更清楚的证明，其基础 
是以下的 

引理函数 


/⑴= 


> 0 

I 0 9 t ^0 


⑴ 


是 R 1 上的 C 00 函数，而且对所有非负整数人/ (7) (0) =0. 

证在《 >0时/(0无穷可微.在时/(«)三0,故不但是无 
穷可微而且各阶微商均恒为 0. 因此，为证此引理，只须证明 


lim / u ) ( t ) = 0 即可. 
-*0 + 
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注意到当《 >0时 f -^(+广为一正项级数•所以 

对一切正整数 m 有从而因此，当 t >0时 

m\t 

\f(t)\^m\t m+ \ ( 2 ) 

现在看/⑴在 t = 0+处的各阶(右） 导数. 易见 ， t >0时 
/ 0 ) = +^|' 所以 £ 1^/'(0 = 0 . 
t <0时/(_0. lim /(0 = 0 . 从而尸 （ t) 在 t =0时连续且 

t-*0- 

尸(0) = 0,我们用数学归纳法证明，/%()) = 0. 事实上，用数 
学归纳法可得，£ >0时 

f (j) (t)= P(j~)e- 1A . 

P 是 2) 次多项式.在 (2) 式中取 m = 2>，即有 

l / 0) ( Ol ^ CU |. (3) 

当 f <0，/⑺ G ) E 0 •故 lim / ⑺ U ) =0•由 （3) 式 lim / ⑺（【) 

^-*0- z-*o + 

= 0. 故当补充定义/ (;) (0) = 0 后即得引理之证. 

这个 /( G 并不具有紧支集，其支集为 U ^ Oi . 

令 f = UI 2 即得本题. 

2-26 则利用本题做 C D W 函数.其中 （ d ) 比较麻烦.我们通常的做法 
是利用所谓磨光技巧，这里无法解释.读者可以参看上面列的 
参考书. 

2-31 此题的特 点是： 当研究偏导数时，可以限制自变量只在某一直 
线上变动.例如本题中既然是讨论匕/(0,0)，即可限制 x 只在 
过 (0,0) 而与 x 轴平行的直线上变化，即只看 y = 0时的 
f(x 9 y) | >=0 =/( x ，0) •但 y = 0不在4中，所以 /( dO eO (对一 
切 a ： 成立），本题得证.习题 1-26 中， （) 应可设一切路径 
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趋向 (0,0) 才能考虑 /( iy ) 在 (0,0) 的连续性，而偏导数与 
方向导数则不要求这样，本题的含意在此. 

2-35 这里请读者注意，/之定义域是 R n . R ° 有一个特点，即原点与 
任意％点的连线仍在中 • 这句话似乎多余，但若把改成 
A : 令4中一切点 x 与其某一点（设为 0) 的连线，仍在4中， 
则本题似乎全然不足道，因为 

h \ ( t ) = ^ f ( tx ) = VDjD ：) + …+ / D „/(^:). 

沿连结0 (即 t = 0) 与即£=1)的线段积分，有 

f ⑴=I ^/(^) = X x 'l DJ(tx)dt = X^g^x). 

这里反 U )= ( DJ (^) d ^ 以上推导中当然用了 /(0) = 0, 但这 
并不重要.因为当它不成立时，我们仍然可以得岀 

f ( x ) =/(0) + ^ xg ^ x ). (4) 

i = i 

而真正重要的是，“积分区间”即连结0与 x 的线段，若它不 
含于4中，积分就没有意义了.可见问题的关键仍在4的几何 
性质. 具有这种性质的称为关于0点的星 形域. 这与问题 
2-23 很有类似之处，也请参看第4章“向量场与微分形式”一 
节. 

本题的结论，特别是 (4) 式，在许多书上称为阿达玛引理， 
是一个很有用的结果. 

2-36 请与定理 2-11 (反函数定理）相比较.仔细分析其证明就可以 
看到，并不必去讨论/在整个定义域 R n 上的反函数，而只讨论 
/： W . 因此对于 /M — R n ，也不必讨论/在整个4上之性质， 
而只讨论包含 a 的一个开集 F (称为的开邻域).这样 2-11 定 
理就可以几乎逐字地搬到这里，可令 V = 『=/(/!)•由 2-11 

定理知 /'/( W 也是连续的.但连续函数必定是值域中 
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的开集之原像， 仍为开集. 现在4是值域中的开集了，/(4)是 
a 在 r 1 下的原像，所以也是开集 •/(«) 为开集证明亦同. 

2-37 ( a ) 我们最好是从几何角度来看它的 意义. 在直观上很清楚， 
取一个适当的值 a ，/(^， y )= a 表示一条曲线，如果 （^ a ， y a ) 是 
此曲线上一点，则/恰好是把 R 2 的这一点映为 f 中的因此 
除非这条曲线“蜕化”成一个点《，则《的原像必不止一点， 
从而/不可能是 1-1 的.由此可见，问题在于如何保证它是一 
条不蜕化的曲线. 

原作者的提示的用意即在 于此. 这个提示建议考虑一个由 
( x 9 y ) 平面到 ( z , w ) 平面的变换 

T ： \ W =f(x ^ (1) 

U = y . 

如果设 Di / ha ) _0 于 4 中，则在其中 

r = D 7 7 = ( Dl ^ (2) 

\o 1 / 

而 detr /0,因此由反函数定理 L 在 4 中的一段必与 （ Z ，） 
平面上过（ a , y 0 ) 的一个直线段 1- 1对应.但是/是把 （) 
平面映到 R 1 上的，从图 A -7 来看可以认为是先做一个变换7\ 
把曲线 L “拉直”，再做一个沿 y 轴方向的投影 / V . (我们时常 
就记为 /= P ^： T ). 这一 “拉直”就把直线段变成了图右边上 
的 P 点，因此它一定不是 1-1 的. 

在这里， A ，/，不同时为0是很重要的.看一个 例子： 

f ( x 9 y ) = 0- x + 0* y ^0. 

它当然仍然破坏了 1-1，但与上面讲的情况 不同： 上面是把一 
个2维的区域变为1维的——维数下降1，现在是下降2成为 
2-2维（即0维）的几何 图形： 一点 0. 


( b ) 如果理解了 （ a ) 的几何意义，就知道应该考虑 
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它没有行列式，但是有秩，它的最大可能的秩是 m ， 即是说需 
• 要在“最大秩条件”下研究它.其方法仍然是先造成一个: T ， 
再做一个投影丹使/=心。7\7是 1-1 的，是“拉直变换”，而 
投影 Pr 破坏了 1-1 性. 

由此还可想到 ， m > n 时大概也 不行. 详见上面列的参考 
书.还可想到，若/是 1-1 的、连续可微的，必有 m = 这称 
为维数的不变性.可是如果只设/为连续，则它是一个很难的 
问题. 

3.积 分 

3-3 ( a ) 因为在分法 P 的任一个子矩形 S 上同时有/多 m s ( y )， g 多 





• • 

Ja/,a7 眦 「如 


图 
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m s ( g ), 所以 / + + m s ( g ). 而这个不等式的右方是/ + 

g 在 S 上的一个下界 • 由下确界的定义有 

m s ( f ) + m s ( g ) ^ m s (J + g ). 

选一个适当的分法 P ， 可以使 Z m s ( f ) * V ( S ) ^ Uf ， p ) - s ， 

SeP 

J ^ msig ) - v ( S ) ^ L ( g , P ) 这里的 S >0 是一任意正数•因 

SeP 

此对这个 P 

L (/, P ) + L ( g , P ) -2 s ^ X m s (/) - v ( S ) + ^ msig ) - v ( S ) 

SbP SeP 

^ X m s(f + g ) • V ( S ) 《 L (f + g ， P ). 

SeP 

但是 s 是任意的，令 s —0 即有 

L ( f , P ) ^ L { g , P ) ( L(f + g ， P ). (1) 

同理 

U(f + g ， P )( U ( f ， P ) + m . (2) 

( b ) 所谓一个函数可积就是说其下和对分法 P 的上确界与上和 
对分法 P 的下确界相等，其公共值就称为此函数的 积分. 现在 
因为/与 g 分别可积，所以可以假设有一个 共同的 分法/^使^/， 
P ) ^ supL (/, P ) - s y L ( g ， P ) 多 supL ( g , P ) - e . e > 0 是任意 

给定的.代入 （1) 有 

sup L ( f 9 P ) + sup L { g , p ) -2 s L(f + g , P ), 

此式左方已与 P 无关，而右方则是对某一个 P 而言的.所以可 
以把右方的 P 改写成帮助”我们“忘记”它“曾经”与左 
方的 P 相同.在此式右方对取上确界，然后再注意到£之任 
意性，即有 

sup L (/, P ) + sup L ( g , P ) ^ supi (/ + g , Q ). (3) 



同理 
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iniUif ^ g ^) (嗲 U ( f ， Q ，) + in { U ( g , Q , ). (4) 

Q r 是任意分法而 与 (? 无关. 但是对任意分法， 

U(f + g ， Q ，) 多 L(f + g ， Q ). 

固定<?'，对 (？ 取上确界，然后再对 (?' 取下确界，即有 
inf U ( f + g , Q f ) ^ supL(/+ g,^). 

联合(3)， (4) 即有 

sup L(/,P) + sup L ( g , Q ) ^ supi (/ + g , Q ) 

^inf ^ ini U ( f , Q r ) ^ ini U ( gi Q f ). 

由于题设 / 与 g 可积，所以上式两端是相等的，其中间两项自然 
也相等. 

( c ) 请读者注意，在本书中积分是用上、下和的确界来定义的. 
尽管在比较认真的微积分教材中都是这样讲的，但是人们总有 
这样一个 想法： 积分是积分和的“极限”.其实，积分和并不能 
排成序列，说积分是它的“极限”，那么是什么意义下的“极 

限，，呢? 所以许多书上说时， 

总要加上一句：“对一切分法，令 maxUi-Ay | —0”，“对义 
的一切取法”，不管做出什么样的“序列”，其“极限”都是一 

样的，然后定义这个“一样的”极限值为 £/( 幻如.而上面这 

一段话是很难懂的.因此，本书非常明确地就以确界概念为积 
分的基础，而完全不讲“极限”二字.这是很值得大家仔细思 
考的. 

但是这样一来，一些原来大家以为很简单的事就难证了. 
习题 3-3 到习题3名正是要求我们以确界概念为基础，来重新证 
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明积分的基本 性质. 以确界概念为基础就必然产生一个困难： 
即确界运算不是线 性的. 具体说，我们只能得到两个不等式 

inf (/ + g ) ^ inf/+ inf g , 
sup (/ + g) ^ sup/ + sup g . 

而不能写成等号.上面的解答提示就是告诉我们，如何克服由 

此带来的困难. 

(c) 也是 一 样，注意： 

inf(c/ ) = c inf(/) , sup(c/ ) = c sup(/) 

是否正确，要看 c 的符号.如果 C >0, 它们是 对的. 如果 c < 
0,请读者考虑应如何处理. 

34这个题目的困难却有点不 j 
同.如果4是一个1维的闭 
矩形（即闭区间），如图 
A -8, 则它的分法很简单， 

只要一些分点就可以实现. 

多加几个分点就实现了加 
细.但是本书是把“单积 
分”与“重积分”混在一 
起讲的，这时，分法与加细 
都比较复杂.即以本题为例，如果限于 （ty ) 平面情况，而且 
4是一个闭矩形(其实闭与不闭均可），它的分法户（图上的虚 
线）就要依靠两族直线(一族平行于％轴# =七 “ =1，2,…，， 
另一族平行于 y 轴 : y : f，j = …，I )来实现.现在放一个 S 

在4中（图上的粗线），则需要把 P 加细为 P '，这时又要在每一 
族直线中各加一些^ = « r ,y = 〆 （图上的黑线)才能实现.如果 
从几何上已经看明白了平面（即 R 2 ) 的情况，而且知道如何构 
成分法，则对一般的〃维情况也就明白怎样来做分法^并对之 
加细了 （ 但具体计算仍然很繁 冗). 













附录部分习题的解答或提示 169 


于是设已有4的一个分法 P ， 因为有了 SCA , 所以把 P 加细 
为尸 ./> '中的子矩形可以分成两组， 一 组全在 S 内， 一 组则在 S 
外.于是，就给出了 S 的一个分法 P ' s 和4 - S 的分法 '_ s •而 
下和 L (/， P ) 现在诱导出了 L ( f ， n , 后者又分成 Lif ’ PWUf ， 
PVs ). 至此为止，我们有 

L ( f ， P )《 [(/，）= Uf ， P 、) + L (/^ Vs ). ⑴ 

对于上和则有 

U(f,P) ^ U{f，n : "(/，、）+ U{f ， P f A _ s ). (2) 

至此为止，除了加细引起了不等式外，其余都是等号 • 

把二式相减，有 

["(/，、）+ [ U ( f , P r A _ s ) - L { f , P \_ s )] 

^ U ( f 9 P ) - L ( f , P ). (3) 

而且 （3) 式左方两个方括号都是非负的. 

由题设/在4上可积，故对任一 s >0必有一个分 法尸使 
(3) 式右方< s (定理 3-3 的必要性部 分). 因此由 P 生成的 S 与 
A - S 的两个分法/ >' s 与 P f A _ s 均适合 

U ( f ， P ， s ) - L ( f , P r s ) < 

U ( f , P \. s ) - L { f , P \, s ) < s . 

再利用定理 3-3 的充分性部分知 /| S 与 / M - S 均可积，而且易 
见 


//= //IS+ \ f \ A - S . 

A S A-S 

如果4是有限个子矩形 s ，7 V ••之并，对 S 再利用以上方法 
即得 
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其实这只是我们熟知的公式 ff ( x)dx = f a e f ( x ) dx + l A f ( x ) dx 之 

推广. 但是这里出现了新问题：本题中4与 S 都是矩形（开或 
闭），是特别简单的 • 如果它们都是形状极复杂的集合，甚至4 
是无穷多个这类集合之并，本题结论是否仍正确乃是复杂的问 
题.下面一节可积函数可以部分地回 答它. 

3-5 考虑 g -/， 先证若 g 可积则也可积（用 3-3( c ))， 再证非负可 
积函数之积分也非负，最后用 3-3 ( b ) • 

3-6 令/+=/ f ^° 9 /. = (° 先证/ ± 均可积再利 

10 / < 0 I -/ / < 0 

用以上各题 • 

3-7 本题是来自对一个类似于狄利克雷函数的黎曼函数 

/(,) = (° [0,1] 

^\/q x = p / g 是一个即约分数. 

的 研究. 它与狄利克雷函数不同，是黎曼可积的 • 它的不连续 
点只是非0的有理数〜有可数多个，因而与它黎曼可积不矛 
盾.本题的解法实际上就是通常研究黎曼函数的 方法. 

如图 A _9, 做任一分法 P , 因为无理数的％在[0，1]中稠密, 
所以在 P 之任一子矩形中必有这样的 （％，y ) ，其中％是无理数， 
因此 / U ， y ) =0. 但从定义来看， / U ， y ) 多0,故/在任一子矩形 

S 中下确界为0: m s (/) = 0. 这样 t ; ⑴=0,所以 

s 

sup \ L ( f , P )\ =0. 因此，现在只需证 ipf /(/， P)l =0 即可. 
而为此，只需找一个分法/ > 使 0 < 1晴） v ( s ) < eU 是任 

S 

意正数） 即可. 我们来看一个最简单的分法，即把[0，1] X [0, 
1] 用平行于两轴的直线等分为/ V 2 个小正方形 （ / V 待定）.注意 
到 sup / 其实只与 X 有关，所以我们只看同一个纵列中的许多小 
正方形.如果在某一纵列中含有一条直线 X = p/q(q 也待定）， 
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而不含任何的 x = p / g \ q 1 < q 的直线 • 则在这个纵列的各个小 
正方形中均有 sup / = l / q . 但有一件事要注意，％ 可能就是 

P 的分线（图中的虚 线). 这里 SU P / = 1 /g 就同时适用于这分线 

5 

两侧的紧邻一列，即在两列上同时有 qp = Vi 



图 A -9 

上面说这一纵列中不含有这样的直线％ = p ’/ q ’ ， 〆 < 这 
怎么可能？因为本题中所有分数， / f ， p 4 均指既约分数，故当 

q r = 1时只有一条这样的直线^ = 1/1. 〆 = 2时有两条 A ； = |， 
x = …，〆 = q - 1 时有分一 1条.总共有 

^ = 1 + 2 + ••• + (^r - 1) ^ ~-q {q - \ ) 

条. 在这 P 条直线上， /(、 y ) 二1/ 〆 > 1以，因此在含有它们 
(或以它们为边）的纵列上， sgp / U ， y ) > l / q . 但不论如何 ， syp 

f { x , y ) ^1. 这样的纵列最多有 2(? 个而在其余的 / V -2(? 个纵列 
上， su s p f ( x 9 y ) ^ l/q (注意$不能误为=,因为有些纵列中含 

有 ; c = p , f / q n ) ， 〆 > 而 sup /(^, y ) = \/ q r, < l/q ). 这样在计 
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算时，应把各项分为两类，而有 

"(/， P ) U . +) 8 ^ /+ ^ (1 * ir ) s ^ p / 

^ - 1) + 丄. N - q(q - l ) < q (q - I ) + 丄 

^ N q N N q . 

对任意给定的 e >0,先定 g ， 使1勿 < e /2, 固定 g 后再令/ V 充分 

大使 心； 1 ) < f . 合并起来即有 

0 < U ( f 9 P ) < S. 

由 s 之任意性，立即有 

i ? fD (/， 尸）=0， 

原题得证. 

3^设有有限多个闭矩形丨 N ，•••，％!可以覆盖这个闭矩形/ = [%, 
h ] x … x [ a „，6 j . 令 R R n /， 则因两个闭矩形之交仍为闭 
矩形（除非它是空集），所以闭矩形丨^，…， hi 仍可覆盖 /. 但 
是因 K C R ，所以 ^ v ( U ). 另一方面 

2^(6) 多 U V t ) = v ( I ) = ( b } - a ,)---(6 n - aj . 

i=i t=, 

由假设，每一个因子卜.-七 > 0,所以上式右方为正，而 

h h 

Y . v ( u i ) ^ 2^(0 彡（乂 一 a i ) … （心一 a J ， 

i = 1 i = 1 

而不可能任意小.因此/不可能为容度0， 

在这个证明中我们利用了闭矩形体积的“次可加性” 

A h 

^ v(u V ,). 

i=\ t=1 

它在直观上是显然的. 
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3-9 ( a ) 设集4有容度0,则必有有限多个闭矩形丨 K ， 使 
A C U 〜 但是& R 在任一个坐标轴上的投影必定含于有限个 

i = 1 i = 1 

闭区间之并集中，因此含于一个闭区集 间中. 则含于这些 

I = 1 

闭区间的乘积中.这个乘积可写为[〜，乂] x … X [〜， 6 J ， 因 
此是有界集. 4做为其子集当然也是有界的.总之容度0的集合 
必有界，而反过来无界集不可能有容度 0. 

注意，我们并不需要4有容度0,而只利用了 4可被有限多个闭 
矩形覆盖. 

( b ) 由 （ a ) 可知，我们只要做出一个无界的测度为0的集合即 
可.令 Z =卜♦，-3, -2, -1,0,1,2,3,-.! 为整数集，请读者 
证明它有测度 0. 为此选一个小区间包含 e Z ， 其长为 L 并设 

法令 Yh 是任意小正数） 即可. 这是容 易的. 另外要证 

明 Z 是闭集.读者可能从微积分教本中学过，如果一个集合包 
含其所有极限点则必为闭集.但是 Z 的极限点怎样找呢？所以 
我们应该回到 定义 ： A C R 1 为闭集之定义即 R 1 - 4为开.现在 
R 1 - Z 是可数多个开区间 ( fc，fc + l)，fc =0, ±1，±2,…之并，因 
此为开. 

3-10 ( b ) C = )(0,1) 中的有理点 I 即可.请证明(:有测度0,再考 
虑 C 的边界是什么. 

3-14 本章讲的可积函数都是有界的，因此 /. g 也是有界的 .3-8 定 
理告诉我们，/ • g 可积的必要条件是/ • g 的不连续点集合是测 
度0的.但是丨在; c 不连续丨 C Ur /在％ 不连续 | U 
g 在％不连续 I . 由此证明右式为测度0集合. 

(请读者考虑，上式的 “ C ” 能不能换成“=”？为什么？） 

3-16 不妨设 4 CR 为区间 [0,1 ]，C = Ua 为有理数 I . 先证 C 为有 
界且为测度 0. 但是;作为4上的函数处处不连续，因此由 3-8 
定理即得. 
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3-18 若 /:/! — R 是连续的非负函数且 JV = 0,证明 /s0 是通常微积 

A 

分教本中的习题，但若去掉/为连续这个条件，证明就困难 
多了. 

固定一个 m ， 并设•丨不是容度0•为简单计， 

TJX 

设4是 R 1 中的闭区间 [0,1] (本节中的4是1^中的闭矩 形). 
把 a 等分为[|，^] 之并 ： a :^[+，$]， m \ x ： f > 

士 I 成为 / v 个集合 U : 去 n \ x ：f > 之并•这 

/V个集合中必至少有一个不是容度 o. 把这个子集合再/V等分， 
仿此以往，就会得到一个矛盾 • 


3-23 本节中的记号是指 2 = 2U) = hj B f ( x , y ) dy y W = W ( x ) = U 
\ f ( x y y ) Ay . 由定理 3-10, 從与必均为 4 上的可积函数而且 |；Tc 

J 4 w D 


= 注意在一个集合“有容度0” 的定义中并未用 

a 


“容度”的概念，而现在又定义了 J*1 

C 


为 C 之“容度”， 
is 


那么要问 C “有容度0” 与先计算出 C 之“容度”后来又发现 
这个“容度”为0是不是一回事？答案是肯定的，但可惜的是 
书上没有讲.如果我们承认了这一点，则本题十分容易.事实 


上由于已设 C 有容度0,所以 


jxc = 0,亦即 f ^( x ) 

Ixfl A 


= 0 •那 


么 要问欲 U) 在本题中是什么.它是 fU) = | Xc ( x yy ) d r 

固定: 

即是集合 c 与直线 x = 常数的交集:(：0丨（心7)^固定！（不妨 
记为 CU )) 之特征函数;的 积分. 所以就是 CU ) 之容度 


• 显然從 U ) 多0,而由 (^/( x ) =0即有之容度 

A 
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具有测度0 (习题 3-18). 这就是本题所求证的 • 

现在我们来对; Tc 证明上述两个概念是相 同的. 若 C “有容 

度0”，则必有有限多个闭矩形圪，…，足使 C 而且 

h 

2>( A ) < A e 是任意小正数.但是很容易 工城 ％)不小于 

i 』 =1 

c 的一个上和，从而有一个上和 < 6而;^之上积分为 0. h 之 
下积分自然为0,从而 h =0. 反过来，若 h =0,则对任一 
正数必有一个上和<&就是说 C 必有一个分法 P:C = 尽 

h 

U … U R h (Rj 为闭矩形）适合 Z sup^c - v ( Rj ) < s . 但 supy c 

j =i R j r j 

= l 所以 fv (%) 亦即(:“有容度 0” . 

y =i 

本题可能有其他证法，但实质上都和上述相同. 

3-25 当 ;I = 1时结论恒 成立. 设对 n - 1维情况已证明了这个结论. 
现在对 n 维情况来证 明它. 记= [ a ! ,6,] x … x [ a n ，6 n ] ，如 

果 G 有测度0,由习题 3- H 有 ⑷ =0. 但是 
fxc (n) = f X [ arM ， (请读者说明此式的意义 .） 

C(n-l) 

由习题 3-17 又有; =0. (这个说法不严格，请读者 
补正 .） 但这是不对的，因为; ^ a „，6 j = b n - a n > 0. 

3-27 作一个区域 C =丨 ( x y y ) ：a ^ x ^ b 9 x b \. 它是一个三角 

形如图 A-io. 请读者自己证明; r c 是可积 函数. 从而; 

也可积（习题 3-14) • 对每个固定的; C ， 证明; rr / Uy ) 是 y 的 
可积函数，再用定理 3-10 之注2即有 

= 1 dx [ ^cf(x,y)dy 
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交换积分次序即得. 

3-29 改变一下记号，把 y 记成『，而且设这个集 C 全位于 r >0 处. 
如果记 C 绕 z 轴旋转0后所得的集为 C (0) ，则 C 与 C (0 ) 同为约 
当可测，而且其面积一样. C 旋转一周后成一个旋转体，用富 
比尼定理计算其 体积. 

如果 C 全位于 y >0 处，这个假设不成立，本题的结论应 
如何改变？ 

3-30 习题 1-17 中的集4有多种多样 做法. 但是不管是何种做法，这 
样做出的 4( 即题中之 C ) 边界总是 [0,1] X [0，1]. 这个边界 
有零测度吗？这时;可积吗（定理 3-9)? 

注意，定理 3-10 之注2表明，如果 f / 在 Axfi 上可积 

AxB 

(即//存在），而且仏 ( y ) = j / u , y ) 办在 4上可积，〜⑷= 

AxB B 

J > U ， y )( k 在 S 上也可积•则 
^ f/= Jd^J/(x 9 y)dy = ^Ay^f{x,y)Ax. 

AxB A B B A 

但是这个题目告诉我们，哪怕后两个积分（逐次积分）存在且 
相等，第一个积分（重积分）也不一定存在.产生这样的问题 
在于我们采用的积分定义有待改进. 
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3-33 本题最好再加上一个 条件: / U ， y ) 本身也在 [ a ，6] x [ a ，6] 上 
连续.以一个变量的情况为例，因为如果只有 / U ) 可积而没有 

连续性， £/(«) 山如何对 x 求导是一个很复杂的 问题. 如果读者 

在经典的微积分中学过相关的定理 • 就可以不必加上条件来做 
本题. 

3-35 这是一个线性代数的题目.对本章讲到的变量变换以及下面两 
章都起很关键的 作用. 因此，读者应该努力熟悉它所包含的思 
路和技巧.由于本章的规定， U 1 ，…, ej 表示 R n 中标准正交基 
底，就是说，它们是 n 个线性无关的向量，而且 k ， e y 〉 =5,, 
于是 R n 中每一个向量 I 都可以表示为 X = +… 〜 ，而 

我们可以用（&，•••#„)表示这个向量.现在〜，…，^都是 
实数，与^，…，为向量不同，这些实数称为％对此基底的坐 
标.例如 

= 1 • e { + 0 • e 2 + …+ 0 • e R , 

所以 e , 的坐标表示是（1,0,…， 0) ,这就是本书第1章的讲法. 
不过，为方便起见，我们采用竖（列）向量的 写法： 


^2 


( a ) 重要的是把 g 用矩阵表示出来，例如第一个，有 

n n 

g ( x ) = g ( = Y x ig ( e i ) = X + ax i e r 

i = 1 t = 1 i—/ 

亦即 


g : = ---第 ） 个元 （2) 
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它的几何意义如下：如果以&，•••△为稷做出一个单位长方体 
K 则在用 g 作用后，其第 ） 个稷伸长了成 a 倍（请读者考虑《 
的符号对 g 的几何意义的影响），而其他的稷 不变. 因此 MO 
仍是一个长方体，其体积为 kk ( F ). 由 （2) 又得 g 的矩阵表 
示为 

1 、 

a -第 J 行 

廉 

而 

1 

det g = a 

参 

1 

因此有 

v ( g ( V ) ) = \ a \ v ( V ) = |det g \ v ( V ). 

请读者同类似方法考虑后两个.第二个 g 在几何上表示“切 
变”，在切变下体积是不变的，这是一个非常简单的几何定理， 
如图 A -11. 读者可以依照上一部分把这个情况详细写出，特别 
是写出 g 的矩阵表示. 





图 A-11 
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第三个情况是 e , 与~对调.我们最熟悉的是 R 2 中％轴与 y 轴的对 
调.这时坐标系由右手系变成了左手系，称之为定向的 改变. 
问题在于 F 之体积 〃（ F ) 有没有符号？在讲重积分时，小矩形 
的体积一定取非负的，但到了第5章，体积将是有符号的，而 
且若我们规定某一个定向 （ 例如右手系下）的体积为非负，则定 
向改变后体积要 变号. 这样我们会有 

v(g(V)) = - v( V). 

总之有 

v(g( V) ) = det gv( V). 

但是按本章的提法，我们仍有 

v(g(V)) = |det^|v( V). 

理解这个区别是理解第4、5两章的 关键. 也请读者写出这个 
情况下 g 的矩阵表示. 

至于证明 〆 g(")) =|detg|i;(t/) ,要注意，至少从题面上 
看并没有设 y 的稷就 是6 1 ，…，~方向的 向量. 因此应该用 



来计算体积，并且看它们之间的 关系. 而在例如计算时， 

我们要计算其上、下积分.如果作一个分划 P 把划分为许多 
其稷平行于^ ，… ，匕的小 矩形. 任取一个小矩形^如果完全 
在 P 中，则 suph = inf^i ； = 1. 而若有一部分在 P 外，则 

R R 

sup^t/ = U inf^j ； = 0. 

上、下积分之差别在此.读者应该自己证明/即^之体积. 

至于 W t /) ，则 g 把覆盖的小矩形都作了变动 • 但这里有一个 
问题，即在“切变”下小矩形变成小的平行体.因此上面的讨 
论要改变，即分法需推广为用小平行体而不是小矩形来实现, 
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这不是困难的.又请读者把以上证明的不严格处补正. 

4. 链上的积分 

4-1 ( a ) 请注意由定理44的 (3) 有 

% a … a = (1 Vin-il 1)!au( ^i ® …㊁ A *) 

= fc ! Alt (妒“ ® … ® %). ⑴ 

再由交代算子 Ah 与张量积的定义， 

Alt((jp“ ® … <8> h)( 〜 ® … ® 〜） 

= 告工 Sgn (7(% ® •" ® h)(e 咖 ）® … ® 

=^r5 sgn —〜)•••〜“*) = h. ⑵ 

合并 （1)，（2) 即得原题之证.可见 A 的定义中如果没有因子 
(h ，⑵ 中的因子&将难于清除，而会得到 

<Pi X A ••- A %(%，•••，〜）=&• 

这将是很不自然的.因为在 R 3 的情况， 若 k = 2 ,外积与向量 
积是十分相似的，而 a A %是以心，％为稷的平行四边形的面 

积，前面加一个因子& =4将得到由两个向量％所组成的 

三角形的面积.在对于一般的 fc ， 我们将得到一个维平行体的 

有符号的体积％ A ••• f \< p ik ， 而^^ A … A % 是一个维“单 

形”的有符号的体积.本书没有介绍单形，而是以维正方体 
为基础.后者是区间、正方形、立方体……的推广，而前者则 
是区间、三角形、四面体 • …" 的 推广. 
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( b ) 如果我们将％ ，…， v k 用基底 e , ，•••，、来表示，而得 

n 

% = Sw = U 2 ，.. •，歛 (3) 

y=i 

则由 （ a ) 有 


A ••- A %(% ，…， 心 ） =Z ^ sgn aa Ui -- a kik (4) 

J 口 

这里的 (7 是由所成的排列.把 (3) 写成矩形 


砉 

• 


〜 11… fl U 、 

• • • 

• 

• 

• 

KV k ) 


^ a kr m ' a kJ 

• 

J 


注意这里竖写的并不是一个向量，而是把个（或〃个）向量竖 
写，再“借用”矩阵乘法的“规则”，所以只是一个方便的记 
法. 而 (4) 式显然是这个矩阵的第^ ，…乂 列（依此次序）所成 
的 &阶行 列式. 

4-2 尸是一个线性变换，注意到 dim ^ 的维数是所以 1 T 的维 

数为 1. 1维空间上的线性变换只能是乘以常数 c . c = det / 的证 
明只要把/写出来就容易看见了. 

A f %、 

4-3 按原书提示的矩阵写法， ： =4 ;，先计算4.，. 

\w n ) \v n y 

4-5 det 是一个 n 阶交代张量，所以是对每一个〃都连续， c 也是连续 
的，因此 det 。 c 也是连续的.但是基底只有两类，它的“连续” 

变化就只能是始终保持在同一类中. 

4冶 （ a ) 叉乘 “X” 是 R n 中的 n -1 个向量％，…，％_ 1 到反 1 中的一 
个重线性的“交代的”映射.当 n =2时，就应是 R 2 中一个向 
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量以即 巧 ） 到另一个向量 2( 记作 z =似）的 映射. 而且使 


« o 9 z > 



对一切 w e 


R 2 成立.我们现在来给出^ 


VX 


的具体表达式.如果对 R 2 的一个标准正交基底1，我们有 


V = ae ^ + be 2 或记作 v = ( a ，6) ， 
w =■ xe x ye 2 或记作 w = ( x , y ), 
z = Ae { + Be 2 或记作 2 二 （4, 只) • 


则因 < w ， z > 


= Ax + By , det 



a 

x 


=ay - bx 9 而且此式 

r 


需对一切 U ， y ) 均成立，故有 

A = - b . B = a . 


可知在〃 =2 情况下 “ x ” 这个映射就是 

x ：v = ( a , b ) \ r ^ z - vx - (~6, a ). (1) 

这里当然没有“重”线性，而只有线性，也谈不上“交代” • 

而且从几何上看，（1)就是旋转|. 

( b ) 对一般的/ I ，情况当然没有这么简单，这时我们有 


<W ,2 > 


<w,v x 


X V n-l > = 


\ 

det ’ 

^n-\ 

\w ) 


⑵ 


对一切 W e R n 成立 • 和上面一样，令 


Vi = Yj a ij e j » I’ = 1 ， 2,…， n _ 1. 
y=i 

w = 

j 

n 

2 = % x ••• x v n _ x = X a i e r 
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代人 (2) 式双方，即有 

n 

= 

i = i 

把右方行列式按最后一行展开，并记 A 的代数余子式为次，即 
有％ =禹. 

特别是，若令 W = Z = v { X x v n _ x 即有 



右方必为正而不仅是>0,这是因为已设％，•• 

所以至少有一个4 #0. 

因为这个行列式为正，所以 
常的定向. 

4-9 本题是我们熟知的向量的“向量积”（本书称为叉积）的定义 

和一些基本性质的新讲法.在我们熟知的讲法中，向量]和 G 

的向量积2 x i 定义为一向量匕 S 与之3均正交，大小为 

Ul -\ B \ sin ( A , B ) (^ A,B 所成的平行四边形的面积），而5之 

指向应使 H 3构成一个右手坐标系.这里是假设 R 3 中已经有 
了一个标准的正交坐标系 0- 巧 z ， 而且是右 手系. 本书中的讲法 
则不同•它同样设 R " 中有通常的标准正交基底 h ，…, e n K 相 
当于轴），而且有一个取定了的定向 M =[〜，… ，〜] ，这自 
然相当于右手系的 规定. 但在高维空间中无所谓左、右手，所 
以在两种可能的定向中要事先选定一种.特别重要的是，本书 


线性无关， 

X…X v n _ { ] 是通 
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在 R n 中只承认 n - 1个向量的叉积 A x … x tv , ，而不承认少于 
n - l 向量的叉积，而我们熟知的向量计算只讲两个向量的向量 

积 2 x i ， 所以只有 n-l = 2 即 n = 3 时，这两种讲法才有可能 
统一. 我们熟知的教材中讲到向量积时，一般地不强调它只在 

R 3 中才有意义，这一点极易引起 误会. 例如，若] j 是矽平面 

上的向量又如何？这时 ]X $既然在2轴方向上，则已越出 R 2 
即 （％， y ) 平面，所以 “ x ” 不是 R 2 中的向量 运算. 

用本书的讲法，是讲 〃-1 个向量的叉积 • 那么能否讲 2 个 
向量的叉积呢？是可以的，但其结果是一个2阶交代张量，而 
不是 向量. ^小于 n - l ) 个向量之叉积是一个 &阶交 代张量.那 
么 n - 1个向量的叉积量不应该是一个“ _1阶交代张量吗？答 
案是肯定的.但是这种张量构成^维空间，且与同构•同构 
的东西可以看成同样的东西，所以本书说 A X …/〜^是一个向 
量.这类问题在重线性代数理论中有完美的叙述. 

本题的目的就是要读者利用％ X … Xt ；^ 

的向量 <2又由< > 来 定义： 


< w,z > = < w 9 v { x ••• x v n _ { > = det • • (1) 


利用它来在 R 3 中重新证明我们熟知的向量积的性质. 



〜 0 


〜 1、 

( a ) 请看 det 

行1 

=? det 

^2 


\w ) 


\W / 


< w , e 3 > =?注意到 ^ = (1， 


0,0) 9 e 2 = (0, l ，0)， e 3 = (0,0,1) 即得 • 
( b ) 先证明叉积的分 配律： 
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< w ,(u + u) XV > = det 

r u + 

V 

=det 

fu) 

V 

+ det 

ru\ 

V 


\ w ) 


KWJ 


KW / 


=< W , U X V > + < W , U X V > , 

{u ■¥ u) XV- U X V + u f X V, 

再利用 （ a). 

(c) 与 （ e) 是一组，不妨先证 （ e). 再注意到 < V • w ； > = |i；| |w| 
cos^ 即可得 （ c). (e) 本身的证明是一个著名的恒 等式： 

( = ( z «*) ( i bl k ) - i (吨 - a / A ) 2 . (2) 

k = 1 k = 1 k = 1 1 矣 矣 n 

此式十分有用，而且不难证明 . 

—♦ 

(c) 中后两个式子 < u XW 9 V > = < V X w y w > = 0 就是 4 x 
i 与厶 6 都正交 . 

( d ) 第一个式子是混合积，它说明混合积的几何意义就是以〜 
为稷的平行体的有符号的体积. 

另两个恒等式易证 . 

4-11 因为 U, ， 是一个基底，所以/(%)仍可用这个基底来表 
示： 

n 

/(^) = X a ij v r 1 = 1 …，仏 

y=i 

又因为这个基底是标准正交的，所以若求％与上式双方的内积 
(在 T 意义下的内积），当有 

n n 

Tifiv^ 9 v k ) = Y J a ij T ( v j^ v k) = Z a A>< = a ^- 

/=i y=i 

同样，考虑 n %,/ u )) 知 

T ( v i ， f( v k)) = a kl . 
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由 T 7 之自伴性， 7 X /(0 ，〜）=八％，/0*))，而得％ = a ki . 

本题告诉我们 R n 到 R 71 的自伴算子在标准正交基底下就表 
示为〃阶对称矩阵. 

4-13 乂就是由 D / 所表示的线性映射，称为相应于/在 D 点的切映 
射.它的几何意义由图 A-12 自明. 



图 A-12 

( a ) 由此考查 （ g 。/).， 对任一向量 I ； e % 

(g °f) * (v p ) = ^(g o f)(p)y g0 f iP) - 

利用链法则 

^(gof) p = (Dg) M • (D/)〆 
代人上式即得原题 之证： 

(g °f) * (v p ) = g, \ Ap ) °f. \ p v(p)^ 

可见 （ a ) 就是链法则. 

( b ) 是与 （ a ) 对偶的关系式，它的基本定义是 

(g 。/ T ⑴ (p)Oi ， …， n) = <^((g °f)ip))((g 。/)*%， … ，(尽 °f)^ k ) 

= ⑴ (g(Q))(g * 。 (/ >J ，…，尽 • 。 (f* v k))( g oMp) 这里令 G =f(p) 
= g*o)(g(Q) ) (/,^i ,•*•/* v k )(p) 

=(f* 0 g* )<^(g° ,v n )p. 

而原式得证. 
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本题的重要性在于，若由 /• 过渡到对偶的/ • ,则映射复 
合的次序要 反转. 

4-14 把 c 看作由 [0,1] 到 R 2 的映射（即变换），并考虑相应的 〜• 
为此先应考查 Dc(t) 以及[0，1]的单位切向量 e,. 

4-17 如果记/之定 义域粑 中的点为 h 值域 R P 中的点为: K， 并将/写成 
R p y ，而且 y =/U ). 如果说或 R p y 中的点％与7均为 向量： 

^ = ¥】+•••+ x p e” y = r,e, + + y p e p . 

这样一来，原来我们是把 /:R P —R p 看成一组/>个 p 元函数，现在 
则看成一个向量空间 R〗 到另一个向量空间的映射（即变换)•例 
如 A 是看作 p 个互相独立的自变量，现在则看成一个 
P 维向量的分量. 

这里对原题的条件要加一些说明，首先/应该是可微的， 
否则切映射、散度等均不能定义.其次/的定义域不一定是整 
个 R p z , 而可一般地取为一个开集0 C R〗. 开集的条件是重要 
的，因为开集是不含边界点的，而一个函数（或变换）在边界 
点上“可微”是很难解释的.同样，/之值域也不一定是全空 
间 R% 甚至也不必是开集，我们就记之为/(⑺（=%好了 •于 
是原题变成“若/:0 C W X -^F(D) C R; 是可微的，则……，，• 
本题的 （a) 就是让读者明白，一组 p 个/>元函数就是 DC 
中的向量场. 

把这个向量场用局部坐标写出来以后， （b) 的证明自明. 

4-18 前一部分的作法和上题相仿.后一部分是十分重要的，我们给岀 
它的几何思想，并请读者把它严格化（可略去高阶无穷小）.作 
/的两个等值曲面 /( P ) 和 /( P ) = c 2 ，如图 A-13. 过 P 作法 

线交 /(P) =~于(?，则/在“自变量”/ 5 点走过一个距离时 
变化了 △/ = c 2 - Cl . 如果沿另一条路径走到(?'， A/ 仍然是 c 2 - 
c,. 可见只要最短，/就变化最快，而最短的路径显然是沿 
法线 PQ. 我们已知， grad/ 的方向是等值面 /(/>) =常数的法线 
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上/上升的方向，故原题得证. 

如果希望把它严格化，则例如有 


|A/I=|c 2 - Cl \=[f(Q f ) -/(P)|«|(D/)(P)t ； M=l(D/)(P)| It；1 

但是 kico # = hi ， 因此易得本题结果.上面我们略去了些什 
么？为什么可以略去？ 

4-19 这个题目的意思是把我们在熟知的微积分教程中的一个“难 
点”——场论用微分形式来写.这样即可得到十分简明而且容 
易记忆的讲法 .（ a ) 是说为何把 gmd ， curl , div 写成不同阶数 
的微分形式 .（ b ) 其实就是一个公式 d 2 = 0 (定理 4-10 之 
(3)). ( c ) 就是定理 441. 

.Kp)=c { 


图 A-13 

可是我们切勿以为这只是形式的类比. （a) 告诉我们， 
grad, curl, div 分别在（V (R 3 山 H 2 (R 3 p ), ft 3 (R 3 p ) 中，因此 

可以自然地推广到 fV(R 3 p ),ft 2 (R 3 p ) ，…， ir(R n p ) 中.（从 n 3 
到 fv - 1 缺少了，但是用微分形式的理论同样可以处理，只不过 
没有那么明显的几何意义罢了.从这个题目，也可以再回到前 

面讲叉积的说明 . 3 e a^R；), AxB ^ ^(R；) (记号不严 
格），而在一般的 R n 中则只能讨论％ X … X 了.这正是重 
线性代数的很本质的地方. 

我们还应特别注意 （ c ) 中要求4为星形集.定理 4-11 中 
也是作此要求的.其中最重要之点是可以在中心0与任一点的 
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连线上作积分 • 请读者再回到习题2-23,在那里我们特别强调 
了拉格朗日公式一定要用于定义在一区间上的 函数. 拉格朗日 
公式就是微分学的中值定理.我们还常用到积分学的中值定 
理，在那里也要用到“积分区域”是一个区间 • 

4-21 请参看习题341中如何定义0，并请读者再回头想一下，何以 
沒的“定义”会如此复杂？本题讲到“在0有定义的集合上”， 
这就是说，要除去点（0,0).为什么？本题同样是很重要的. 

如果不细心，就会得出 darctgl . 但是这种记法是有缺点的. 

x 

因为显然题目已将 b ， y ) = (0,0)排除，因为这时0没有定 
义•但 ; c =0时，0确有定义（例如可以是 +) 但 arctgl 没有 

2 x 

意义. 这样就容易理解习题 3-41 了. 

4-22 这是在数学中表示“有限和”的一个常用的 方法. 问题在于 p 
中的奇异 n 维立方体的数目（准确些说是 p 的基数）“很大”， 
不但不一定是有限的，也不一定是可数无限的，甚至不一定能 
把 p 中每个奇异 n 维立方体对应于 R 1 的连续变量 a :a e R 1 ，这 
时我们至少还可以说 p 具有连续 优势. 于是我们就说，“可以 
定义一个函数 — Z ” 使得只有有限多个 c e p 使 /( c ) 7^0, 
而其他的。必使 /( c ) =0. 如果把使 /( c ) _0的 c 之集合记作 C ， 
则 C 是一个有限集.不失一般性可以设 C = jl ，2，〜， W . 相应 
地 C E f 也记为&，•••，〜这样可用记号 

k k 

f = = Z a i ° i » a i = f ( c i ) e z 

i = 1 i = 1 

表示/，而 / 就成了形式的有限和，我们称之为 n 维链. 如果有 

k i 

两个 n 维链如/ = 2 a 。 , g = X b j d j » 则不但不一定有等于 

i=i ；=i 

某个 b ” 甚至 | Cl ，…，与|<，…可以根本不 相交. 那么 
二者如何相加？如果例如0,与 < 是同一个奇异 n 维立方体而其 
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余的都不相同，贝 1 J 

k 

/+ g = y ^i c i + (^1 + 〜） c i + 2 m). 

f=2 ； V3 

总之，也是一个“形式” 加法. 

由奇异立方体到链以至到“循环”和“边缘”，我们处理的 
都是形式加法 • 尽管如此，我们仍然说这是一种代数的方法•在 
现代数学中，这种“代数的方法”是极为重要的 • 

4-23 如果固定一个则是半径为/?的圆周，但是作逆时针方 
向转了 n 圈.这里是讲的 n >0. 如果 n <0,则是依顺时针方向 
转了 | n | 圈（或者说转了 - n 圈）. 现在再让变化，例如从 a 
到则得到一个由矩形 [ a ，6] x [0， l ] 到圆环映射，把圆环覆 

盖了 n 次. 每一个窄条 [ a ,6] x [ l ，& H ] 覆盖一次，但是这 

n n 

个矩形还不是原题中的[0，1] 2 .为此还要再在 R 轴方向上作 
一个变换 

R = a + p(b - a) , 0 ^ p ^ 1 

与此映射复合起来才得到原题的 要求： [0，1] 2 — R 2 -0. 特别 
需要注意的是如的 求法. 在图 A -14 左下面我们把一个窄条上 
的边缘的定向用箭头标出•从4到 S (虚线）相当于圆环上由 
到 P (下 岸），然后到第二个窄条中又由 S 到 4( 虚线）相当 
于环上由/^到^^上岸），二者抵消.如此以往只余下最右的由 
p =0到 p = 1以及最左的由 p = 1到 p =0,又相当于环上由 
到 P 和由/^到^上下岸各是一次，二者又抵消 • “抵消”这个 
说法在几何上含义非常 明显， 但在代数上如何表示？这就是 
PQ^QP =0. 但是我们遇到的并非向量0而是一 条链. 因此 
就有了链的“代数运算” @ = (- l ) PQ y PQ + (- l)PQ =0 y 
这正是上题中讲的形式运算.但是现在的 M 确是向量，上面 
的运算又与向量的运算非常相近.那么，链的运算是否就是线 
性空间的运算？实际上它的内容还要丰富得多.不妨说，这两 
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个题目正是“代数拓扑学”的一个切 入点. 下一题的性质也是 
这样. 



图 A-14 

4-24 “ c 是一个奇异1维 
立方体，而且 c (0) 

= c (1)” 这句话就 
是说 c 是一条封闭曲 
线，0和1是起点与 
终点（这是同一点 
4) 的参数值•图 
A -15 是一个示意图， 图 A -1 5 

当然，实际情况可能复杂得多.在最简单的情况，这条曲线不 
自交.不自交的封闭曲线在数学上称为约当曲线（与约当测度 
的命名来自同一个人）.有一个著名的约当 定理： 平面上的一 
条约当曲线必将平面分为内外两部分，若在其内外各取一点 
P ， P 并用一条连续曲线 L 连结它们，则 △必 与此曲线相交.这 
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个定理时常使读者大为困惑：这样十分明显的事还要证明吗？ 
(事实上证明极难），问题远非如人们想像的那么 简单. 如图 
A -15 那样的区域何为其内何为其外？这条曲线 c 在点自交多 
少次？它绕过0点多少圈？而内、外问题我们在学习线积分时 
一定会遇到它，且在数学的其他分支以及在物理学中它都是很 
重要的.本书中讲的线积分与我们在通常的微积分课程中所学 
的，其实大有不同.例如我们就要考虑图 A -15 左边那样的封 
闭曲线上的线积分，或更复杂的问题还要问例如格林定理这时 
是否也成立？这是本书的核心.我们过去学的线积分教本，没 
有一本说不行，但是真正要动手却又束手无策！其中一个关键 
问题就是如何处理这样复杂的积分路径.本题提出的就是一种 
比约当定理更好的处理方式. 

把 [ o ， i ] 分成许多段 [‘ r ] u hA ] u … u [ n 〗]， 
并使每个^均为自交点，并在 ( h ， t k + l ) 中没有其他自交点. 
如图 A -16. 用上题的作法即把这个小窄条先变为一个圆(后 
面一个指标表示第一个窄条）.把它除去，再作下一个类似的 
自交点，于是有了两圆（或同一个圆走两圈） c 1>2 …仿此到了 
最后一个自交点^ +1 ，它恰好与一样对应于起点也 
是自交点).把该除去的都除去，最后留下的是图 A -15 左图最 
外围的这是一条约当曲线，而且是一个平面区域（二 
维链） c 2 的边缘.所以从 c 中除掉 n 个圆（即同一个圆走^次） 
吖 „，用形式运算表为= a c 2 . 

这样的讲法当然有失严格，但是却表明了原题的含意•如 
果想了解更“严格”的讲法，可以参看本书参考文献 [1] 第 4 
章第 4 节 （ 中文译本 137—147 页).一本更清楚的书是 S . Lang , 
Complex Analysis , 3 e , Springer - Verlag , 1994 , 3~4 章）. 


4-25 本题求证应改为 
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R=\ 



/),([ 0 , 1 ]*) [ 0 , 1 ]* 


它其实就是积分中的变量 替换. 如果 det 〆 <0结果会如何？ 
4-26 本题是习题 4-24 的 继续 . j d 0 = 2 ntr 易证.如果=如，而 

C«,n 

且原点0不在二维链 c 中，当有 

j d6 = jdd = jd 2 0 = 0, 

cH,n dc c 

这里 n 是整数. 

4-27 习题 4-21 告诉我们，在 R 2 -0 上， 

4 - ~ 2 ^ 

x + y x + y 

是恰当形式，因此 d 2 0= O . 由习题4-24,有 

J = jd6 - j d0 = jd6 = jd 2 0 = 0 . 

c-cR,n r cR,n dr 2 c 2 

因此，再由习题 4-26 有 

jcW = 2mr. 

此式左方的积分与之选择无关，而只决定于 c . 所以右方的 
n =4)^舶也只与 c 有关，原题得证. 
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这个整数 n (即环绕 
数）刻画了闭曲线 c :[0， l ] 

— R 2 -0 绕过0的次数， 

因为 fdd = 0 表示动径 

M 

@(从 M 算起）当 P 绕 C 一 
周后一共转了多少圈（顺 
时针方向转一圈算 - 1 
圈）•如果 c 十分复杂.则 
从图形上直观地想出圈数 

是很不容易的，所以称为环绕数.它是一个非常有用的概念，而 
且可以看作是对约当定理给了一个很方便的表述.因为如果令0 
连续地微小变动，只要不遇到 c ， 环绕数也只会连续地变化.但 
环绕数是整数，则‘连续变化’就是不变.因此只要0在变动 
中不遇到 c ， 环绕数一定是常数.这样一来，环绕数作为0的函 
数是局部常值函数.对于约当曲线，很容易看到，当0在曲线 c 
所围的区域之内 ， ㈤ 恰 好只转一圈，而环绕数为 1. 当0在曲线 
c 所围的区域之外时，则环绕数为 0. 因此，约当定理就可以陈 
述为： 平面上任一约当曲线 L 必将平面分成两部分，对于一部分 
中之点，环绕数为1，这一部分称为 内部； 对于另一部分中的点 
环绕数为0,这一部分称为外部.如果一点从内部走到外部，它 
一 定再经过曲线 

请读者思考一下，图 A -17 中的 c 把平面划分成了几个部 
分？把0移到某一部分中来看各部分之绕数是多少？再思考一 
下，哪些算内部，哪些算外部？ 

真正提醒读者注意的是这里的思想与技巧在数学中有重要 
的应用，下题是其一例. 



4-28 代数学的基本定理（以下简记为 FTA ) 是每个读者都知道的. 
它的原始的证明是高斯给出的，可以在一本“很老的”代数教 
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本中找到，但是它的证明太困难了，而且高斯实际上（不自 
觉）用了一个基本的拓扑定理——连续函数的中间值定理，以 
致人们认为高斯的证明“有毛 病”. 下面的证明突出的一点， 
就是应用了环绕数，从而真正表明了这个定理的本质 • 

如原题所示，我们进人复域，引人复的自变量^并令 / U ) =/ 
+ ai / M +…这里 a , ，…， a n 均为复数 ，/I >0. 于是证明的基 

本思想 如下： 注意 R 2 就是 C 平面. R 2 平面上的曲线(如果用参 
数表示)戈= ^(0 = y (0 也就是文 +iy = x ( t ) + iy ⑴•令^ = 

^ + iy 9 立刻看到 R 2 上的实曲线与 C 平面上的复曲线是一 回事. 
为简单计，不妨用极坐标 z = r〆 ， 并考虑 z 在半径为的圆周 Q 
上运动，而0 E [0,2 77 ] 是一个 参数. 原书上如果把参数0写成 
沒=2加，则 f 成为参数而在[0，1]上变化，这就是原书说的奇 
异1维立方体以.,.对/我们也有一个新看法，认为它是由 z 所在 
& C 平面到= / U ) 所在的 C 平面.如果 /( z ) 有一个根 z 。 = 
R 0 e ie ° , 过它作一个圆周如图 A -18 之左，则/仍把它映为如平面 
上的封闭曲线而且经过0 =/(%).原来的圆周 c 心现在成了 1^平 
面上的另一个奇异1维立方体，即原书上说的 r 
下面回到环绕数的概念.习题 4-27 中提到 c 对某一点《;= 
0的环绕数，它来自习题4-24,其中规定 cCR 2 -0. 在我们的 
情况下，即 w 平面上的曲线=/〜〜不能经过切 =0. 而右 
图的则恰好经过了 w =0,因此在这一条曲线的附近，环绕 
数的变化会出现怪异.这就是本题的要害 所在. 那么 
的环绕数怎样变化呢？ 

( a ) 指出当充分大时，因为 dc = w ，从而由习题4-27, 

它的环绕数是 ; I d 0 = nc RJ ( f ( z ) 对 z 之次 数). 原题找出了习 
2 77 cij 

题 4-24 所说的2维链 C 2 ， 但通常可用一个更接近微积分的证法. 
令(注意，这里讲的是^平面上的事），则只要/?充分大， 
必有： 
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1/(-z) \ ^\z\ n - (|a! I … + |aj) 


=Ul n [ i 



Rn ^-i^^Y Rn - 



就是说 W 平面上的曲线 Cy 必在半径为 jR n 的圆外.再作一个 

更大的圆1^1 = /?,，则又在平面上的圆 = 之内（见 
图 A -19). 这个阴影区域就是上面说的 c 2 . 

由此可知当充分大时关于 W = 0 之环绕数为 m 


( b ) 下面要看另一个极端如图 A -20. 为此，我们不妨设\ = 
0 , 因为〜 =0 时， /( z ) =0 自然有一个根 z 。 = 0 , 现在让《非 
常小，则％是 z 平面上以 z =0为心的“小”圆.而其在切平 
面上的像则是 位于心 （#0) 附近的一条闭曲线，不论它是 
否绕过\，不论其构造如何复杂，它总不能绕过 w =0. 所以 
c RJ 这时关于 w = 0的环绕数成为 0. 

那么怎样把这两个极端情况 （/? 极大，或/?极小）联系 
起来呢，引人一个参数 p = A /?，7? 是很大的数 ， A e [0，1]，则 
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A =0和1对应于很大的与很小的两个极端，再加上每个 
圆上的参数没 =2ttL 不过 f =0 和 f = 1即沒 =0, 2 tt 是同 
一个点•如果令 F a ，,（ z ) =f (入 Re 16 )， 则尺《0, X =1 对应于 
很小的与很大的 C / ^， 这样就把两个极端情况联系起 来了. 
对固定的 A ,即得 




图 A-20 
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f(\z) = (\z) n + a! (Az 广 1 + … + a„. 

它映 2 :平面上的圆 c 心为 m ； 平面上一条曲线_ 

现在我们可以用反证法来证明 FTA 了. 如果 / U ) 在 C 上 
没有零点，则不可能有任一个 z = A/?〆 使 /“）=0. 这样曲线 
由很大的变成很小的时，环绕数就一定连续变化（见 
习题 4-27 之解答说明），那么就不可能由丑很大时的环绕数 n 
变为 — 0 时的环绕数 0. 这个矛盾证明了 FTA. 

以上的证明是不严格的.为了要做到严格，就需要代数拓 
扑学中的同伦理论. 

第 4 章 4-28 后面各个题一部分是关于同伦理论的，另一部 
分是对复变函数论的介绍，也是利用了代数拓扑学的基本思想 • 
原书的意图是希望读者能由此进入其他数学分支，所以我们就 
不再讲解了. 


5. 流形上的积分 


5-3 ( a ) 不妨只考虑％ e 4的边界的邻域，而且因为4的边界是 
( n -1) 维流形，不妨取一个局部坐标系使〜即为原点，而4 
的边界为〜 =0. 于是〜 >0( 或^ <0)中必有4之点，且为 
内点 • 于是它又有一个开邻域（开长方体）全在4中.取这些 
开长方体之并即知〜=0附近的上半空间〜 >0应全在4内•对 
\ <0亦作类处理.这样就可以区别两个 情况： 

(1) %„>0( 或、 <0) 中 x n =0 附近全在 4 中， M x n < 0( 或 
\ >0) 中、=0附近全不在4中.这时，4局部地可以与上半空 
间\ >0 同胚，而 4 成为有边流形，局部地 d/l 即为〜 =0. 

(2) \ >0与 a <0中〜=0的附近全在4中，但〜=0在4 
的边界中.这时局部地4的边界即为^ = 0,但它不是4的边 
缘.总之 /V =4 u M 的边 界）. 或者尽含 0 的一个完全的领域， 
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或者只含半空间 x n ^ 0 的一部分.则4的所有边界点均作此处 

理后，即知或者/ V 没有 边缘： a /V = 0，或者/ V 是有边流形•但 
是我们可以把一般的流形也看作有边流形的特例（见习题 5- 
19), 这样原题得证.如果不把一般的流形看作有边流形的特 
例，则本题改成加一个 条件 ： N =AU ( A 之边界）# R n 就对 
了，对此下面有一 反例： 

原书举了一 个例： 4 = U G R B ：UI < 1或1 < w <21，即 
一个开球与一个开环之并 . 4的边界由两部分 组成： 球面 U : 
W =" 与外环面 u:kl = 2|. 后者是情况（1)，而前者是情况 
(2). dN = U ： U | = 2!. 但若把改为4 = U e R n : U | < 1 或 
UI > 1|即知有时 yv 确实是无边的.这时 ZV = /1 U M 之边界） 
= R n . 

5-6 /的图像是11_ = 的一个子集合，而/则是一个映射 ■ 

把一个映射与图像区别开来是现代数学中常用的思想. 

本题其实是定理 5-2 的一个推论.条件 ( c ) 中的 V 现在取为 
fix ) 的定义域，它也就是取的一个开子集 .（ c ) 中的 V 现在成 
了 R n ，而可微映射/之像 R n 现在改成 R n+m . ( c ) 中的可微映射/ 
并不是本题中的/，而是 : r = F ( x ) 如图 A -21. 
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图 A-21 


或写成 

z L - 1 i Tl 

Zj = fj-n(x l9 --,x n ) , n + 1 ^ n + m 

这样的 F 在 F ( m ;) 与 W 之间建立了一个连续的 1-1 对应.因为对 
F(w) 中的任一点 y ， 其前 n 个坐标就是 w 中的％ 点. 这个 F 自然 
是可微的.而且其导数是一个 （n + m ) x n 阶 矩阵： 

f 1 

F ’( x ) = 1 ， 

Kb XJ 

/ 是 ri 阶单位矩阵，故 F (幻之秩为 n (即 5-2 定理中的 fc ) • 

上面讲的 F(w) — u ; 的14连续性可以在取 W 为"之充分小 
开子集后用隐函数定理得出.所以这个结果其实是局部性的， 
但这并不妨碍结论，因为定理 5-2 本身就是局部性的. 

微分流形的定义是很清 楚的. 但若用它来判断『的子集 M 
是否流形，并不方便.方便的一个作法是应用定理 5-1, 简单地 
说： 流形就是“方程组” gU ) =0的零点之集，或者说，流形 
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就是 gU ) = 0 的轨迹.因此我们常见的曲线，曲面都是流形. 
另一个作法是应用定理 5-2: 流形就是由 V 之某个开集到一个 
更高维空间之像.这其实就是把由方程 gU ) =0定义的流形 
说成是用它的参数方程 F 来表示.所以这两个定理既直观 
又重要.在初学时容易误会之处一是各个空间的维数.例如定 
理 5-2 讲的 IT 之维数并不是“自变量”的维数， F 之像的维数 
也不是函数 y = f ( x ) 之函数值空间的维数，而是 y = / U ) 之自 
变量与函数值两个维数 之和 ： n + m . 另一个容易忽略之处在于这 
两个定理都有关于秩的条件. 

5-8 ( b ) 如果 M 不是闭的，则其边界点可能不在 M 中，因此可能不 
是例如令 M 为 R " 中的开单位球 U ： U | < 1丨.则 （M 之 
边界）= U ： U | < 1丨是单位球面，它在 M 中当然就不会是 
亂 其实这里的 M 不是有边流形，这是很容易误会的. 

5-9 这个题目的直观含意是很清 楚的. 如果要作一个曲面过其上一 
点的切平面，可以先作过此点的“许多”曲线，并作它们过此 
点的切线.这些切线在此点的切向量除了在一些特异的点以外， 
必定构成一个平面，即所求的切 平面. 要除去的一些特异点例 
如圆锥的顶点，都是所谓“奇点” • 图 5-5 可以给出比较直观的 
理解 • 现在把这个作法引申到一般的维流形 M . 注意到流形上 
是没有奇点的，所以不会遇到上面讲的圆锥顶点那样的情况. 

以下我们将采用定理 5-2 中的记号（注意，条件 （ c ) 中是 
(2)，/'( y ) 之秩为 k 即流形 M 之维数，就是上面说的流形上没 
有奇点）以及图 5-2. 示意图如图 /1-22. 我们现在要讨论财在％ 
点处的切空间，所以 x e MH t / 是固定的，以下记为 a . 在^附 
近选取局部坐标2 =(々，…， zj ， 而 M 被映为 WCR "， 即 M 上之 
点适合〜 +1 =…=\ = 0. 现在过 a 点作 MH "的曲线々= z ^ t ) , 

1 e ( - 1,1 ) , i = 1，2,…， n . 不妨设 f = 0对应于 a 点： = 

4(0). 如果有两条这样的曲线 4(0 和$0)，则它们在 a 点相切 
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的充分必要条件是 V (0) =^ V (0) = A t - 现在按相切关系把这些 
曲线分成等价类.则每一个等价类对应于同一个向量 A = ( A m 
… ， A „)，称为过 a 点的一个切向量.读者可能会问，如果同一 

条曲线采用了另一个参数 t = t ( r ), 而且^ #0 (请读者考虑 

#0这一条件意味着什么），则曲线变成& = Zi ( t ( T )) =^(7), 

而相应的切向量成为_ a = z /( T )| a = V (0)(^) =(!；) A,. 

所以现在的切向量不是 A 而是 A . 它与 A 平行（注意 

(^) /0)，但并不是同一个切向量•我们时常以为切向量是 

斜率概念的推广，这并不准确.因为平行的向量虽然不同，却 
都有相同 斜率. 准确些说，切向量是速度向量的推广.如果时 
间尺度变了（即重新取时间参数 t ), 速度方向虽未变，大小却 
变了 • 这个问题在我们引入向量空间概念后就没有困难了，因 
为两个向量 A 与(^虽然不同，但仍是同一向量空间之元.读者 
们又会要问，向量的加法怎样反映在曲线的等价类的“加法” 
上？回答这个问题之前，先问另一个 问题. 以上我们作的是过 a 
点的 t/ 中的曲线，而我们需要的是在 Af n f/ 上的曲线.怎样从 
一般的曲线中划分出位于 M 上的那一些？它们相应的切向量是 
否成为一个维子空间？这也就是说，这些切向量是否构成一 
个“平面”？ 

为此我们注意到，当/之秩为时，由/及 A 诱导出来的 /. ， 
I 均为 1-1 的线性变换.所以 M 上的相切曲线所成的等价类 
——用一个向量 A 表示将被映为 f 1 A (记号上有不清楚处 
请读者自行改进).反之 Rt 中的向量 f 亦必被映为 A =/. f 而 
且因为 A 是线性同构（即 1-1 线性变换），所以 A 之集合也是 
一个维线性空间即切空间 M a ， 所以= jAj . 
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图 A-22 

5-12 这个结果称为拓展定理，即一个微分流形 M 上的可微向量场 
F ， 必可拓展到包含 M 的某个开集4上去.这个似乎自明的结 
论证明起来相当复杂，需要查找有关的专门著作.例如有 see - 
ley 的拓展定理，它指出，若 M 的边缘相当规则，则每一个定 
义在 M 上的 C " 函数/(幻，必可找到一个定义在 R a 上的 ( T 函 
数 F (幻，使当 x eM 时， F (%) = f ( x ). 关于这个定理的准确提 
法和证明，可以参看 J . Chazarain and A . Piriou , Introduction to 
the Theory of Partial Differential Equations . 1982. 

5-13 ( a ) 原题记号与定理 5-1 略有区别•这里的应该就是定理54 
中的 A 这个题目的几何意义如下.正如5名中的/是一个低维 
流形 R n 在更^维的 R + m 中的“嵌入”，现在则把一个流形表 
为客^⑴）而变 # 成由较高维的 R n 到较低维的上的“投影” • 
如图 A -23. 
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Functions on Euclidean Space 


NORM AND INNER PRODUCT 

Euclidean n-space R n is defined as the set of all n-tuples 
(x 1 , . . . t x n ) of real numbers x i (a “1-tuple of numbers” is 
just a number and R 1 = R, the set of ail real numbers). An 
element of R n is often called a point in R”, and R 1 , R 2 , R 3 are 
often called the line, the plane, and space, respectively. If x 
denotes an element of R n , then x is an n-tuple of numbers, the 
ith one of which is denoted x l \ thus we can write 

x = (x 1 ，• . . ,x n ). 

A point in R n is frequently also called a vector in R n , 
because R n , with x + y = ( x 1 + 〆 ，••.， x n + 2 / n ) and 
ax = (ax 1 ，• • • t ax n ) } as operations , is a vector space (over 
the real numbers , of dimension n ). In this vector space there 
is the notion of the length of a vector x f usually called the 
norm \x\ of x and defined by |x| = y/(x 1 ) 2 + . . • + (x n ) 2 . 
H n = 1 ， then |xI is the usual absolute value of x. The rela - 
tion between the norm and the vector space structure of R" is 
very important . 


l 
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Calculus on Manifolds 


J.J Theorem. If x } y 6 R n a 6 R , then 

(1) x \ > 0 , and x 0 if and only t / x = 0 . 

(2) Z i n _ 1 x , y / | < x • | y |; equality holds if and only if x and y 

are linearly dependent . 

⑶ \x + y \< H + | y |. 

⑷ = |a! • 1:|. 

Proof 

(1) is left to the reader . 

(2) If x and y are linearly dependent , equality clearly holds . 
If not , then Xy — x ^ 0 for all 入 G R，so 

n 

0 < |Xy - x \ 2 = ^ ( X ^ - x 1 ) 1 

i *1 

=x*y (yo* - 2x 2 ^ + 2 

i m \ i s 1 i m \ 

Therefore the right side is a quadratic equation in X with no 
real solution , and its discriminant must be negative . Thus 

4(!々) 2 -4!,) 2 .|产) 2 <0. 

(3) |x + y| 2 - + VO 2 

=SLi(^)* + + 22 W 

< | xj a + y 2 + 2\ x \ - \ y \ by (2) 

__= (|^| + y )' 

⑷ |似| = \/ S ^ i ( a ^) 2 = vVKxO 2 = \ a \ - \ x \. I 

The quantity which appears in (2) is called the 

inner product of x and y and denoted ( x f y ). The most 
important properties of the inner product are the following . 

1-2 Theorem. If x t x h x 2 and y t yi } yi are vectors in R n 
and a G R , then 


⑴ (^V) = (Vi x ) 


(symmetry). 
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{bilinearity). 
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⑶ (ax f y) = (x,ay) = a(x t y) 

(xi + x 2f y ) = (x u y) + (x 2 ,t/> 
{ x t yi + y 2 ) = ( x t yi ) + ( x t y 2 ) 
(3) (x y x) > 0, and (x,x) = 0 if and 
only if x =0 


⑷ \x\ = V(x f x). 

⑻⑹卜 k + 々」 ni 2 


(positive definiteness). 


(polarization identity). 


Proof 

( 1 ) ( x f y ) = = SJLyV = ( y ， x )、 

(2) By (1) it suffices to prove 

〈似， y > = a ( x , t /), 

(xi + x 2f y ) = ( x h y ) + ( x 2 l y ). 

These follow from the equations 

n n 

( ax } y ) = ^ ( ax % 1 = a ^ x l y l = a ( x t y) f 

i 23 1 /• ■ 1 

« n n 

+ x 2f v ) ^ ^ + = V x \ l y l + ^ X2V 

i=l i=l iml 

= (^ l f y ) + 乂 

⑶ and ⑷ are left to the reader . 

( 5 ) \ x + y \ 2 - 1 ^ - y \ 2 

=+ y y x + y ) — (x — y , z — y )] by (4) 

= 他， x 〉+ 2( x , y ) + ( y ， y ) — (( x y x ) — 2( x i y ) + ( y y y ))] 

= 〈工， 2/>. ■ 

We conclude this section with some important remarks 
about notation . The vector (0, ... ,0) will usually be 
denoted simply 0. The usual basis of R n is ei , . . . t e nf 
where e ; = (0，. • •，1，•，.，0), with the 1 in the ith place , 
n T : R n -> R m is a linear transformation , the matrix of T with 
respect to the usual bases of R n and R w is the m X n matrix 
A = where T ( e { ) = —the coe 伍 cients of T ( e ,) 
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appear in the ith column of the matrix. If S: R m —♦ R p has 
the p X m matrix B f then S o T has the p X n matrix BA 
[here S © T(x) = S(T(x)) \ most books on linear algebra denote 
S o T simply ST]. To find T(x) one computes the m X 1 
matrix 



then T(x) = (y l f .. . ，夕 m ). One notational convention 
greatly simplifies many formulas: if x G R B and y G R m , then 
(z,y) denotes 


... ,x n ,2/ 1 ,... e R n+m . 

Problems. 1-1,* Prove that jz| < \x'\. 

1-2. When does equality hold in Theorem 1-1(3)? Hint ； Re-examine 
the proof; the answer is not "when z and y are linearly depend¬ 
ent." 

1-3. Prove that (a ； — y| < |x| + |y|. When does equality hold? 

1-4. Prove that | |z| — |y| | < |x — y|. 

1-5. The quantity |y — x| is called the distance between x and y. 
Prove and interpret geometrically the “triangle inequality 11 : 
\z - x\ < \z - y\ \y - x\. 

1-6. Let / and g be integrable on [a ， b]. 

(a) Prove that < (Ja/ 2 ) 1 - Consider 

separately the cases 0 ■■ J J (/ — X^) 2 for some X G R and 0 < 
JS (/ - Xj?) 2 for all XGR. 

(b) If equality holds, must f ^ \g for some XGR? What if 
/ and g are continuous? 

(c) Show that Theorem 1-1(2) is a special case of (a). 

1-7. A linear transformation T : R n —> R n is norm preserving if 
13 |x|, and inner product preserving if (Tx,Ty) « (x,y). 

(a) Prove that T is norm preserving if and only if T is inner- 
product preserving. 

(b) Prove that such a linear transformation T is 1-1 and 7 1 — 1 is 
of the same sort. 

1-8. If x,y G R n are non-zero, the angle between x and y t denoted 
Z(x,y), is defined as arccos {(x f y)/\x\ ♦ |y|), which makes sense by 
Theorem 1-1(2). The linear transformation T is angle preserv¬ 
ing if T is 1-1, and for x t y ^ 0 wc have /.(Tx,Ty) »= Z(x,y). 
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(a) Prove that if T is norm preserving, then T is angle pre¬ 
serving. 

(b) If there is a basis xi, . . . ,Xn of R n and numbers Xi,..., 入 ” 
such that Txi - \ix it prove that T is angle preserving if and 
only if all |x t -| are equal. 

(c) What are all angle preserving 7 1 : R B — > R n ? 

i-9. If 0 < 6 < ir, let T: R 2 — R 2 have the matrix ( ^ J)* 

Show that T is angle preserving and if x ^ 0, then ^(x y Tx) - 0. 

1-10.* If T: R m — R” is a linear transformation, show that there is a 
number M such that ^(^)! < Af|^| for h G R m * Hint: Estimate 
\T(k)\ in terras of 1 九 I and the entries in the matrix of T. 

1-11. If x,y G R n and z,u> G R m , show that ((x,z) t (y t v>)) - (x,y) + («,«>> 
and |(x,z)| - \/|x| l + l^j 2 . Note that (x t z) and (y,w) denote 
points in R w+m . 

1-12.* Let (R n )* denote the dual space of the vector space R' If 
x G define 外 G (R n )* by Vx (y) - (x,y). Define T: IT— 
(R n ) * by T(x) - if> s . Show that 7 1 is a 1-1 linear transformation 
and conclude that every <p G (R n )* is tp x for a unique x G R”. 

1-13.* If x f y G R n , then x and y are called perpendicular (or orthog¬ 
onal) if (x,y) = 0. If x and y are perpendicular, prove that 
\x + y\ % - \z\ 2 + |y| l . 

SUBSETS OF EVCLIDEA1S SPACE 


The closed interval [a y b] has a natural analogue in R 2 . This is 
the closed rectangle [a,6] X [c,rf]，defined as the collection of 
all pairs (x t y) with x G [a,&] and y G [c,d]. More generally, 
if A C and B C R n , then A X B Q R m+n is defined as 
the set of all (x f y) G H m+n with x A and y 6 B. In par¬ 
ticular, R m+n = R m X R n . If A C H m , S C R n , and C C 
H p , then (A X B) X C = A X (B X C), and both of these 
are denoted simply A X B X C; this convention is extended to 
the product of any number of sets. The set [ai,bi] X • • • X 
[a n ,6 n ] C R n is called a closed rectangle in R n , while the set 
X • • • X (a n ， 6”）C R” is called an open rectangle. 
More generally a set 17 C R w is called open (Figure 1-1) 
if for each x ^ U there is an open rectangle A such that 

xe A cu. 

A subset C of R n is closed if R n — C is open. For exam¬ 
ple, if C contains only finitely many points, then C is closed. 
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FIGURE I-i 


The reader should supply the proof that a closed rectangle in 
R n is indeed a closed Bet. 

If C R n and x G R n , then one of three possibilities must 
hold (Figure 1-2): 

1. There is an open rectangle B such that x B C. A. 

2. There is an open rectangle B such that a; £ J5 C R n — -<4 

3. If B is any open rectangle with x G J5, then B contains 
points of both A and R n — A. 





FIGURE 1^2 
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Those points satisfying (1) constitute the interior of A, those 
satisfying (2) the exterior of A f and those satisfying (3) the 
boundary of A. Problems 1-16 to 1-18 show that these terms 
may sometimes have unexpected meanings. 

It is not hard to see that the interior of any set A is open, 
and the same is true for the exterior of A , which is, in fact, the 
interior of R n - A. Thus (Problem 1-14) their union is open, 
and what remains, the boundary, must be closed. 

A collection 0 of open sets is an open cover of A (or, briefly ， 
covers A) if every point x A is in some open set in the 
collection 0. For example, if 0 is the collection of all open 
intervals (o, a + 1) fora G H , then 0 is a cover of R . Clearly 
no finite number of the open sets in 0 will cover R or, for that 
matter, any unbounded subset of H. A similar situation can 
also occur for bounded sets. If 0 is the collection of all open 
intervals (1/n, 1 一 1/n) for all integers n > 1, then 0 is an 
open cover of (0,1), but again no finite collection of sets in 
0 will cover (0,1). Although this phenomenon may not appear 
particularly scandalous, sets for which this state of affairs 
cannot occur are of such importance that they have received a 
special designation: a set A is called compact if every open 
cover 0 contains a finite subcollection of open sets which 
also covers A. 

A set with only finitely many points is obviously compact 
and so is the infinite set A which contains 0 and the numbers 
1/n for all integers n (reason : if 0 is a cover, then 0 G (7 for 
some open set U in 0; there are only finitely many other points 
of A not in U , each requiring at most one more open set). 

Recognizing compact sets is greatly simplified by the follow¬ 
ing results, of which only the first has any depth (i.e., uses any 
facts about the real numbers). 

1-3 Theorem (Heine^ Borel). The closed interval [ a ,6] is 
compact . 

Proof. If 0 is an open cover of [o,6], let 

A = |x: a < x < 6 and [ a t x ] is covered by some finite number 

of open sets in 
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FIGURE 1-3 


Note that a ^ A and that A is clearly bounded above (by 6). 
We would like to show that b ^ A, This is done by proving 
two things about a = least upper bound of A ; namely, (1) 
a ^ A and (2) b = a. 

Since 0 is a cover, a G ^ for some U in 0. Then all 
points in some interval to the left of a are also in U (see Figure 
1-3). Since a is the least upper bound of A f there is an x in 
this interval such that x ^ A. Thus [a,x] is covered by some 
finite number of open sets of 0, while [x t a] is covered by the 
single set U. Hence (a,a] is covered by a finite number of open 
sets of 0, and a E: A. This proves (1). 

To prove that (2) is true, suppose instead that a < b. 
Then there is a point x' between a and b such that [a^] C U. 
Since a ^ A f the interval [a,a] is covered by finitely many 
open sets of 0 y while [a ， 〆] is covered by U, Hence £ A, 
contradicting the fact that a is an upper bound of A. | 

li B is compact and x G H n , it is easy to see that 

fx) X B G R n+m is compact. However, a much stronger 
assertion can be made. 

1~4 Theorem. If B is compact and 0 is an open cover of 
|x) X B t then there is an open set t/ C H n containing x such 
that U X B is covered by a finite number of sets in 0. 

Proof. Since (x) X 5 is compact, we can assume at the 
outset that 0 is finite, and we need only find the open set U 
such that U X B is covered by 0. 

For each y B the point (x,y) is in some open set W in 0. 
Since W is open, we have (x,t/) G U y X V y C.W for some 
open rectangle U y X V y . The sets V y cover the compact set 
B f so a finite number V yxt . . . } V yk also cover B. Let 
U = U Vi C\ • • • U yk . Then if (x\y f ) £ 卩 X B，we have 
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FIGURE 1-4 


y f G V yi for some i (Figure 1-4), and certainly x* G U v 、. 
Hence t y f ) G U yi X V Vli which is contained in some W 
in e. I 

1-5 Corollary. If A C. a/id B C H m compact, then 
A X B C R n+m is compact. 

Proof. If 0 is an open cover of ^4 X B, then 0 covers {x} X B 
for each x ^ A. By Theorem 1-4 there is an open set U x con¬ 
taining x such that U x X B is covered by finitely many gets 
in 0. Since A is compact, a finite number C7 Z1 , . . . ,C/ Xn of 
the U z cover A. Since finitely many sets in 0 cover each 
U Xi X B, finitely many cover all of A X B. | 


1-6 Corollary. AiX ' ' ' X A k is compact if each Ai is. 
In particular, a closed rectangle in R* is compact 
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1~7 Corollary. A closed bounded subset of R n is compact. 
(The converse is also true (Problem 1-20).) 

Proof. If A C H n is closed and bounded, then A C. B for 
some closed rectangle B. If 0 is an open cover of A, then 0 
together with R n — A is an open cover of B. Hence a finite 
number Uj, . . . f U n of sets in 0, together with R” 一 A per¬ 
haps, cover B. Then f/j, . . . ,£/ n cover A. | 

Problems. 1-14.* Prove that the union of any (even infinite) number 
of open sets is open. Prove that the intersection of two (and hence 
of finitely many) open sets is open. Give a counterexample for 
infinitely many open Bets. 

1-15. Prove that {x G R n ： |x — a| < rj iB open (see also Problem 1-27). 
1-16. Find the interior, exterior, and boundary of the sets 

\x e R n ： |x| <n 

\x e R n ： |x| = n 

|x G R n ： each x* is rational |. 

1-17. Construct a set A C [0,1} X [0,11 such that A contains at most 
one point on each horizontal and each vertical line but boundary 
A = [0,1] X (0,1]. Hint: It suffices to ensure that A contains 
points in each quarter of the square [0,1J X [0,1] and also in each 
sixteenth, etc. 

1-18. If A C (0,1] is the union of open intervals (a„6,) such that each 
rational number in (0,1) is contained in some (a tf b t ), show that 
boundary A ― [0,1] — A. 

1-19.* If A is a closed set that contains every rational number r G [0,11, 
show that (0,1J C A. 

1-20. Prove the converse of Corollary 1-7: A compact subset of R n i8 
closed and bounded (see also Problem 1-28). 

1-21.* (a) If A is closed and x A, prove that there is a number 
d > 0 such that |y — x\ > d for all y ^ A. 

(b) If A is closed, B is compact, and A C\ B ^ 0, prove that 
there is d > 0 such that |y — x\ > d for all y € X and x ^ B. 
Hint: For each 6GB find an open Bet U containing b such that 
this relation holds for x G C/ A B. 

(c) Give a counterexample in R 2 if A and B are closed but 
neither is compact. 

1-22.* If U is open and C C f/ is compact, show that there is a compact 
Bet D such that C C interior D and D Q V. 
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FUNCTIONS AND CONTINUITY 

A function from R n to R m (sometimes called a (vector- 
valued) function of n variables) is a rule which associates to 
each point in R n some point in R m ; the point a function / 
associates to x is denoted f(x). We write/: R n —> R m (read u f 
takes R” into R m ” or ‘‘/， taking R n into R w ,” depending on con¬ 
text) to indicate that f(x) G is defined for x G ^ n . The 
notation f:A—* R m indicates that/(x) is defined only for x in 
the set A f which is called the domain of /• If B Q we 
define f(B) as the set of all f(x) for x B f and if C C we 
define = {x G A: f(x) E C\. The notation f: A — B 

indicates that f(A) C B. 

A convenient representation of a function /: R 2 R may¬ 
be obtained by drawing a picture of its graph, the set of all 
3-tuples of the form (x,y ， f(x ， yY )，which is actually a figure in 
3-space (see, e.g., Figures 2-1 and 2-2 of Chapter 2). 

If f,g: R n —> R, the functions / + / — g, f ' 9, and //g are 

defined precisely as in the one-variable case. If /: A —> R m 
and g : B —> R p , where B C R m , then the composition 
is defined by g 0 f(x) = g(f(x)); the domain of g o f is 
A If /: A — R m is 1-1, that is, if f(x) ^ f(y) 

when x 〆 we define/ _1 :/(^4) —> R n by the requirement that 

厂 1 ( 2 ) is the unique x E. A with f(x) = z. 

A function/: A —> R m determines m component functions 
八 .• .，/ m : ^ R by f{x) = • ^(x)). If con¬ 

versely, m functions ^ 1 , . . . ， g m : 4 — R are given, there 
is a unique function /: A R m such that p = gi t namely 
f(x) = . . . ,^ m (x)). This function / will be denoted 

(分 1 ， • . • ，沒 m), so that we always have /=(/、.• • ，/^ 1 ). 
If tt: R n — R n is the identity function, r(x) = x t then 7r'(x)= 
x x ) the function tt 1 is called the tth projection function. 

The notation = b means，as in the one-variable case, 

that we can get/(x) as close to 6 as desired, by choosing x suf¬ 
ficiently close to, but not equal to, a. In mathematical terms 
this means that for every number 6 > 0 there is a number 
i > 0 such that \f(x) — 6| < 6 for all x in the domain of / which 
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satisfy 0 < |x — a| < 5. A function/: A —► R m is called con¬ 
tinuous at o € A if lim f(x) = /(a), and/is simply called con- 

tinuous if it is continuous at each a ^ A, One of the pleasant 
surprises about the concept of continuity is that it can be 
defined without using limits. It follows from the next theorem 
that /: R n —► H m is continuous if and only if is open 

whenever (7 C R m is open; if the domain of/is not all of R n , a 
slightly more complicated condition is needed. 

1- 8 Theorem. If A (Z R n , a function f: A is contin¬ 

uous if and only if for every open set U C R m there is some open 
set F C H n such thatT l (U) = F H A. 

Proof • Suppose / is continuous. If a G then 

/(a) G U. Since U is open, there is an open rectangle B with 
f(a) Q B d U. Since / is continuous at a, we can ensure 
that f(x) G B y provided we choose x in some sufficiently 
small rectangle C containing o. Do this for each a G }~ 1 {U) 
and let V be the union of all such C. Clearly f^ l (U )= 
V C\ A. The converse is similar and is left to the reader. ■ 

The following consequence of Theorem 1-8 is of great 
importance. 

2- 9 Theorem. If f : A R m ia continuous^ where A C H n , 
and A is compact^ then f(A) C R m ts compact. 

Proof. Let 0 be an open cover of /(A). For each open set 
C/ in 0 there is an open set Vu such that/^^U) = Vu C\ A. 
The collection of all VV is an open cover of A, Since A is 
compact, a finite number 卩仍 ， • . • f Vu n cover A. Then 
U\ f . . . t U n cover/(A). | 

If /: A —> R is bounded, the extent to which / fails to be 
continuous at a £ A can be measured in a precise way. For 
a > 0 let 

M(aJ f d) — sup{ f{z): x G. A and |x — a| < 6}, 
m(aj t 6) = \nf[f(x):x G A and |x — a| < 6}. 



Functions on Euclidean Space 


IS 


The oscillation o(/,o) of / at a is defined by o(f,a )= 

lim[M(a,/,5) - m(aj,5)l. This limit always exists, since 
*-♦0 

M(aJ ， 5) — m(a ， / ， 5) decreases as 6 decreases. There are two 
important facts about o(/,o). 

i-20 Theorem. The bounded function f is continuous ai a if 
and only if o(/,a) = 0. 

Proof. Let / be continuous at a. For every number e > 0 
we can choose a number 5 > 0 so that \f(x) — /(a)| < € for 
all x £ A with \x - a\ < 5; thus M(aJ,6) - m(a t f f 6) < 26. 
Since this is true for every €, we have o(/,a) = 0. The con¬ 
verse is similar and is left to the reader. | 

/-// Theorem. Let A C be closed. Iff: AR is any 
bounded function’ and s > 0 ， then \x G A.' o(f f x) > 6} is 
closed. 

Proof. Let B = \x ^ A: o(f t x) > t\. We wish to show 
that R n — B is open. If x G R n — 召 ， then either x ^ A 
or else x G ^ and o(f y x) < £. In the first case, since A is 
closed, there is an open rectangle C containing x such that 
C C R” — A C R n — 丑 . In the second case there is a 
5 > 0 such that M{xJ y b) - m(xj y b) < s. Let C be an open 
rectangle containing x such that |x — y| < 5 for all y E: C. 
Then if y G C there is a such that |x — z\ < 5 for all z 
satisfying \z — y\ < Thus — m(y f f } 6i) < 6, and 

consequently o(y t f) < €. Therefore C QR n — B. | 

Problems* 1-23. If /: i4 —* R"* and a ^ A, show that lim f(x) ** b 
if and only if lim f(x) * for t — 1, . . . t m. 

1-24. Prove that f:A~* R m is continuous at a if and only if each j l is. 
1-25. Prove that a linear transformation T: R n —> R m is continuous. 
Hint: Use Problem 1-10. 

1-26. Let A ― |(x ， y) G R 2 ： x > 0 and 0 < y < x 2 }. 

(a) Show that every straight line through (0,0) contains an 
interval around (0,0) which is in R 2 — A. 

(b) Define /: R 2 -* R by f(x) - 0 if x € ^ and f(x) - 1 if 
x G A.. For /i G H* define gn ： R — K by gh(t) « f(th). Show 
that each gn is continuous at 0, but / is not continuous at (0,0). 



“ Calculus on Manifolds 

1-27. Prove that |x G R n .* \x — o| < r} is open by considering the 
function /: R n —» R with f(z) — \x — a|. 

1-28. If /i C R n »s not closed, show that there is a continuous function 
/: A R which is unbounded. Hint: If z G R” 一 4 but 
x € interior (R n — A), let/(y) » l/\y — x\. 

1-29. If A is compact, prove that every continuous function /: A —♦ R 
takes on a maximum and a minimum value. 

1-30. Let /: [a,6] - ♦ R be an increasing function. If xu . . . ,x n E 
(a,6] are distinct, show that !<)(/,x,) < f(b) — /(a). 
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Differentiation 


BASIC DEFINITIONS 

Recall that a function /: R — R is differentiable at o G R if 
there is a number/’(a) such that 


(1) lim 

h - >0 


f(a + 办）一 / ⑷ 

~~h 




This equation certainly makes no sense in the general case of a 
function /: R n —> R m , but can be reformulated in a way that 
does. If 入： R —> R is the linear transformation defined by 
\(h) = f’(a) . h ，then equation (1) is equivalent to 


(2) lim 
* - *o 


/(a + /Q _ f(a) — \(h) 



Equation (2) is often interpreted as saying that X -f /(o) is a 
good approximation to / at a (see Problem 2-9). Henceforth 
we focus our attention on the linear transformation 入 and 
reformulate the definition of differentiability as follows. 

15 
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A function /: R —♦ R is differentiable at a G R if there is a 
linear transformation X: R H such that 


*-*o 


一 /(a) — m 
~hT 



In this form the definition has a simple generalization to 
higher dimensions : 

A function/: IT — R m is differentiable at a G H n if there 
is a linear transformation X: R” — R m such that 


,• \f( a + 厶）一 / ⑷一 M^)\ n 
lim J - fT| - = 

*-*o l^l 

Note that A is a point of R n and /(o + A) — f(a) — \(h) a 
point of R m , so the norm signs are essential. The linear trans¬ 
formation X is denoted Df(a) and called the derivative of / at 
a. The justification for the phrase “the linear transformation 
入 ” is 


2-1 Theorem. If f: R n —► R m is differentiable ai a G R n 
there is a unique linear transformation R n —► R m such that 


lim 

k-*0 


l/(a + h) — /(a) — X(/t)| : o 
h 


lim 

h-*0 


0. 


Proof. Suppose R n — R m satisfies 

l/(a + A) — /⑷ 一 

\h\ 

If d(h) = f(a + h) - /(a), then 

•• |x(A) — mW| |x(/i) — d(h) + d(h) — n(k)\ 

lim —" = L m 0 w 

> v \x( h )^d(h)\ , \d(h) - 

^ L m 0 ― W—- + S ~ 


If X G R n , then & — 0 as i — 0. Hence for x 〆 0 we have 
^ I 入 ㈣— M (⑻ I I 入⑷ — M ⑷ I 

0 = lim i - rri - = - n - 

t-»o FI 

Therefore X(x) = n(x). | 
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We shall later discover a simple way of finding Df(a). For 
the moment let us consider the function /: R 2 — R defined by 
f(x t y) = sin x. Then Df(a,b) = X satisfies \(x,y) = (cos a) - x. 
To prove this, note that 


lim 


I/(a + h t b k) — f(a } b) — X(/t,A:)[ 

KM)1 

|sin(a + fc) — sin a — (cos a) - h\ 


lim 

(h,k)-*0 


Since sin'(a) = cos a, we have 


|sin(o + h) — 

lim - - - 

h-*o 


sin a 

—h — 


— (cos a) ' ^i| 



Since |(A,A:)| > |A|, it is also true that 

|sin(a + A) — 
lim J - 

A-.0 


sin a — (cos a) • h\ 

KM)1 



It is often convenient to consider the matrix of Df(a ) : 
R n —♦ R m with respect to the usual bases of R n and R m . 
This m X n matrix is called the Jacobian matrix of / at o, 
and denoted/’(a). If f(x t y) = sin x 9 then /’(a ， 6) = (cos o, 0). 
If /: R — R，then f’(a) is a 1 XI matrix whose single entry 
is the number which is denoted f f (a) in elementary calculus. 

The definition of Df(a) could be made if / were defined only 
in some open set containing a. Considering only functions 
defined on R n streamlines the statement of theorems and 
produces no real loss of generality. It is convenient to define 
a function /: R n —► R m to be differentiable on -4 if / is differ¬ 
entiable at a for each a ^ A. If /: A — R m , then / is called 
differentiable if / can be extended to a differentiable function 
on some open set containing A. 


Problems. 2-1.* Prove that if /: R n —> R w is differentiable at 
a G R w , then it is continuous at a. Hint: Use Problem 1-10. 

2-2. A function /: R 2 —♦ R is independent of the second variable if 
for each x G R we have f{x,y\) - f(x,yi) for all yi,y 2 E R. Show 
that / is independent of the Becond variable if and only if there is a 
function R-» R such that f{x,y) - g{x). What is f f (a,b) in 
term8 of g f ? 
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2-3. Define when a function /: R 2 —♦ R i8 independent of the first varia¬ 
ble and find f f (a t b) for Buch /. Which functions are independent of 
the first variable and also of the second variable? 

2-4. Let ^ be a continuous real-valued function on the unit circle 
\x G |x| = lj such that ^(0,1) — g{l,0) = 0 and g{^x) — 
—g(x). Define/: R 1 R by 

/( x) = ( |i|i? (r) 

\ 0 » s= 0. 

(a) If x € R 2 and R — R is defined by h(t) - f(lx), show that 
h is differentiable. 

(b) Show that / is not differentiable at (0,0) unless 分 * 0. 
Hint: First show that D/(0,0) would have to be 0 by considering 
(h,k) with k 爾 0 and then with ■ 0. 

2-5. Let /: R 2 —> H be defined by 

、 i^L= _o, 

lo (x,y) = 0. 


Show that / is a function of the kind considered in Problem 2-4, 
so that / is not differentiable at (0,0). 

2-6. Let /: R 2 —> R be defined by f(x ， y ) 篇 Show that / is not 

differentiable at (0,0). 

2-7. Let /: R n —► R be a function such that |/(x)| < |x| 2 . Show that 
/is differentiable at 0. 

2-8. Let/: R — R*. Prove that / is differentiable at a G R if and only 
if f l and/ 2 are, and that in thiB caBe 

r(0 )= ( (作崎 

2-9. Two functions f t g: R —♦ R are equal up to nth order at a if 

Hm 也土 1) 二！ (gJrj = 0. 


(a) Show that / is differentiable at a if and only if there is a 
function g of the form g(x) * ao + ai(x — a) such that / and g are 
equal up to first order at a. 

(b) If /'(a>, . . • ， / < n >(a) exist, show that / and the function g 
defined by 


9(x )= 





Differentiation 

are equal up to nth order at a. Hint: The limit 

/ (<) (a) 


n — 


lim 


制 一 I / 子 ) d 

•=o 


(X - a) n 

may be evaluated by L’Hospital’s rule. 
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2-2 Theorem (Chain Rule). Iff: R n R m ts differenti¬ 
able at a, and g ： R m — R p is differentiable at /(o), then the 
composition g ° /.* R n ― > R p is differentiable at o, and 

D(g °/)(a) = Dg(f{a)) ° Of (a). 


Remark. This equation can be written 

wm =〆_)•/». 

If m = n = p = 1, we obtain the old chain rule. 

Proof. Let b = /(a), let X = D/(a), and let n - Dg{f(a)). 
If we define 


(1) <p(x) = f(x) — f(a) — \(x — a), 

(2) yp(y) = g(y) - g(b) - n(y - 6), 

(3) p(x) = g 0 f(x) — g of (a) — fio\( x — a), 


then 


(4) lim 

z^a 

(5) lim 


| 咖 )| 

|x - a| 

k(y)l 
\y - & l 


= 0, 
= 0, 


and we must show that 


Now 


lim 

x—*a 


|p(:)l 

I 卜 a| 



p(x) = g(f(x)) — g(b) — n(\(x - a)) 

= g(f ⑻ ）一 9(b) — n(f(x) - /(a) - <p(x)) by (1) 
=f^(/(^)) - 9(^) - M(fCr) - /(a))] + mM:)) 

= 沴 (/(:)) + 办 W) by (2). 
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Thus we must prove 

⑹ lim J^ = 0 , 

a x - a\ 

(7) lim « 0. 

Equation (7) follows easily from (4) and Problem 1-10. If 
8 > 0 it follows from (5) that for some 5 > 0 we have 

\mx))\ < e|/(x) - b\ if \f(x) 一 6| < s, 

which is true if |x — a| < 5i, for a suitable Si ， Then 

k(/ ⑷ )1 < e m - b\ 

= 6 <p(x) + X(x — a) I 
< e p(x)| + zM\x — a\ 

for some M f by Problem 1-10. Equation (6) now follows 
easily. | 

2-5 Theorem 

(1) If f: R n —► R m is a constant function (that is } if for some 
y G R w t^e have f(x) = y for all x G R n ), then 

Df(a) = 0. 

(2) If f: R n —► R m is a linear transformation } then 

Df(a) = /. 

(3) 7/ R w —♦ R m , then f is differentiable a G R n if and 
only if each f x is y and 

Df(a) = (D/ 1 ⑷，… ，/)/〜))• 

Thus f r {a) is the m X n matrix whose ith row is 

(4) If 8 ： R 2 —> R w defined by s(x,y) — x + y f then 

Ds(a,b) = s. 

(5) If p: R 2 —♦ R is defined by p(x ， y) — x • y f then 

Dp(a t b)(x,y) = bx + ay. 

Thus p’(a,&) = (6,a). 
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Proof 


(1) lim 

A-*0 

(2) lim 

h-*0 


脸 +/0 -/ ⑷ d a 

|^| a —。 1 九 1 

l/(a + h) — f(a) - f(h)\ 

t . 1 / ⑷ + /W - /(a) — /Wl 

=* lim m 



(3) If each f is differentiable at a and 
X = (JD/ 1 ⑷， … ， 1> 广 ⑷), 

then 


f(a + h) — f(a) — X(h) 

- (f l (a + h)- z 1 ⑷一 zy 1 ⑷ ㈨,…, 

f m (a + h) + r(o) - Dr(a)(h)). 

Therefore 


lim 

o 


I/(a + 办） 一 /⑷ — 入 

\h\ 

一 . \f{a + h) ^ f(a) - Df(a)(h)\ 

- W 



If, on the other hand, / is differentiable at a, then f = 
o / is differentiable at a by (2) and Theorem 2-2. 

(4) follows from (2). 

(5) Let X(x,y) = bx + ay. Then 


lim 
(M)—o 


\p{a + hj b + k) ^ p(a,b) — X(^,fc)| 

Km)1 

\hk\ 


lim 


Now 


• :二 KM) I 

\hk\ < 

Hence \hk\ < \h\ 2 + |fc| 2 . Therefore 



h 

2 if 

k 

< 

h 


k 

2 if 

h 

< 

k 
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lim = o. 




[(M>l 


2^4 Corollary. If f ， g: R n —♦ R are differentiable at a ， then 

D(f-hg)(a) = Df(a) + Dg(a), 

D(/ • 穿 ) ⑷ = g(a)Df(a) + f (a) Dg(a). 

If y moreover, g(a) ^ 0, then 

g(a)Df(a) - f(a)Dg(a) 


D(f/g)(a) 


[g(a)\ 


Proof. We will prove the first equation and leave the others 
to the reader. Since f + g = s 。 (f f g) 7 we have 

D (f + g)M = Ds(/(a)w(a)) 。 D(f t g)(a) 

= so ( Af ⑷，巧⑷） 

= Df(a) + Dg(a). | 

We are now assured of the differentiability of those functions 
/： R n R m , whose component functions are obtained by 
addition, multiplication, division, and composition, from the 
functions ir* (which are linear transformations) and the func¬ 
tions which we can already differentiate by elementary 
calculus. Finding Df(x) or /’(:), however, may be a fairly 
formidable task. For example, let /: R 2 —♦ R be defined by 
f( x iV) = sin(xy 2 ). Since / = sin 。 （ tt 1 • fir 2 ] 2 ), we have 

f(a t b) = sin^(a6 2 ) - (b 2 (ir l y(a f b) + a(W 2 ] 2 Y(a t b)] 

=sin'(afc 2 ) • [b 2 (ir l Y(a f b) + 2ab(ir 2 Y(a t b)) 

=(cos(a6 2 )) - [6 2 (1,0) + 2a6(0,l)] 

—(6 2 cos(a6 2 ), 2ab cos(a6 2 )). 

Fortunately, we will soon discover a much simpler method of 
computing f. 


Problems. 2-10. Use the theorems of this section to find f r for the 
following: 
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(a) f(x,y t z) - x y . 

(b) f(x,y,z) =* (x v ,z). 

(c) f(x,y) - sin (a: sin y). 

(d) f{x y y,z) =* sin(xsinfysin z)). 

(e) f{x r y,z) =» 

(0 f(x t y t z) = : v+ *. 

(g) f(x,y,z) =* (a; + y)*. 

(h) /(ar,y) 1 - sin(xy). 

(i) f(x t y) =* [sin(zy)] cos 3 . 

(j) f(x,y) =* (sin(ary), sin(x sin y) t x v ). 

2-11. Find f for the following (where 兑 ： R — R is continuous) : 

(a) f(x,y) =• J": + V 

(b) f(x,y) = f:% 

, 、 " \ fsin(* sin(y sin *)) 

(c) f{x t y,z) =» Jx» 9. 

2-12. A function /: H n X H n R p is bilinear if for x t xi,zi E H n , 
y,yi,l /2 G H m , and o G R we have 

f(ax,y) =» af(x,y) = f(x ， ay), 
f(x\ 4 - xi,y) =* f(xi,y) 4 - f(x if y), 

}{^y\ + yi) = f(x,yi) + f(,x t yi). 

(a) Prove that if / is bilinear, then 

(工爾 

(b) Prove that Df(a } b)(x,y) =■ f(a,y) +/(x ， 6). 

(c) Show that the formula for Dp(a t b) in Theorem 2-3 is a 
special case of (b). 

2-13. Define IP: R n X R by 1P(x,y) = (x,y). 

(a) Find D(IP)(a,b) and (IPY(a,b). 

(b) If f,g ： R —♦ R n are differentiable and A: R —» R is defined by 

A(0 = show that 

h f (a) = (f(a) T ,g(a)) + </(o),ff r (o) T ). 

(Note that/’(a) is an n X 1 matrix; its transpose/’(a) T is a 1 X » 
matrix, which we consider as a member of R n .) 

(c) If f: R —♦ R n is differentiable and \f(t)\ ― 1 for all t f show 

that - 0. 

(d) Exhibit a differentiable function /; R —► R such that the 
function |/| defined by |/|(0 - |/(0| is not differentiable. 

2-14. Let E{ t i =» 1, • . ■ ,k be Euclidean spaces of various dimensions. 
A function /: E\ X • • • X A — R p is called multilinear if 
fbr each choice of Xj E Ej, j ^ i the function g: Ei -* R p defined by 
g(x) =* f(x u . . . . . . ,xk) is a linear transformation. 
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(a) If/is multilinear and i ^ j t show that for h = (^ 1 , . . . t hk), 
with hi G Ei, we have 

” |/(ai，• . . ， A»’，• • . 1 n 

lim J - r—I - — 0. 

o W 

Hint: If g{x } y) == f{a\ t ... t x t ... t y, .. . ， a*), then g is 
bilinear. 

(b) Prove that 

* 

Of(ai, . . . ,Ofc)(*i, . . . ,xk) =» ^ f(ai f . . . . . . ,a*). 

t*i 

2-15. Regard an n X n matrix as a point in the n-fold product H n X 
• • • X R n by considering each row as a member of R n . 

(a) Prove that det: H" X • . . X R ft R is differentiable and 


D(det)(oi, . . . ,On)(xi, . . . t x n ) 



det I x t . 


(b) If a,y ： R —► R are differentiable and/ ■⑷ ■ det(a»y ⑷)， show 
that 


det ayi^O, . . . ,a } n(t ). 


\®itl(0> • • • >Oftn(0 / 

(c) If det(a,y(i)) ^ 0 for all l and bi, . . . ,6 n ： R H are dif¬ 
ferentiable, let si, . . • , 知 ： R — R be the functions such that 
»i(0» • - • »s n (0 are the solutions of the equations 


Oi»(0*i(0 =* bi(t) 


1 , • * . 


Show that 8i is differentiable and find 
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2-16. Suppose /: R n —> H n is differentiable and has a differentiable 
inverse f 1 : FT— R”. Show that (厂 V ⑷- [/'(/ 一 Va))!— 1 . 
Hint: / o/ _, (x) = x. 

PARTIAL DERIVATIVES 

We begin the attack on the problem of finding derivatives 
“one variable at a time.” Iff: R n —» R and a G R n , the limit 

lim /(g l , ... 〆 + h ， f a n ) - f(a 1 ， • • • t a n ) 
a-*o h 

if it exists, is denoted and called the zth partial deriva¬ 

tive of/at a. It is important to note that Dif(a) is the ordi¬ 
nary derivative of a certain function; in fact, if g(x)= 
/(a 1 , •••〆 ， ... ， a n ), then Dif(a) = g’(a% This means 
that DJ(a) is the slope of the tangent line at (aj(a)) to the 
curve obtained by intersecting the graph of / with the plane 
怎 ’ =i (Figure 2-1). It also means that computation of 
Dif(a) is a problem we can already solve. If/(x l , . . . ,x n ) is 



FIGURE 2-i 
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given by some formula involving a: 1 , . . . t x n y then we find 
Dif(x\ . . . f x n ) by differentiating the function whose value 
at is given by the formula when all x\ for j ^ z, are 
thought of as constants. For example, if f(x t y) = sm{xy 2 ) t 
then D\f{x,y) = y 2 cos(xy 2 ) and D 2 f(x f y) = 2xy cos(xy 2 ). If, 
instead, f(x f y) = x y f then Dif(x,y) — yx y 1 and D 2 f{x f y )= 
x y log x. 

With a little practice (e.g., the problems at the end of this 
section) you should acquire as great a facility for computing 
D ( f as you already have for computing ordinary derivatives. 

If Dif(x) exists for all x G R n , we obtain a function DJ: 
R« —> R. The jth partial derivative of this function at x, that 
is, DiiDif)^), is often denoted D u f(x). Note that this nota¬ 
tion reverses the order of i and j. As a matter of fact, the 
order is usually irrelevant, since most functions (an exception is 
given in the problems) satisfy D u f = There are various 

delicate theorems ensuring this equality; the following theorem 
is quite adequate. We state it here but postpone the proof 
until later (Problem 3-28). 

2-5 Theorem. If D { J and D jti f are continuous in an 
open set containing a, then 

The function D itj f is called a second-order (mixed) 
partial derivative of /. Higher-order (mixed) partial 
derivatives are defined in the obvious way. Clearly Theorem 
2-5 can be used to prove the equality of higher-order mixed 
partial derivatives under appropriate conditions. The order 
of iij . . . ,ik * s completely immaterial in Dn f . . . t ikf 
if/has continuous partial derivatives of all orders. A function 
with this property is called a C* function. In later chapters 
it will frequently be convenient to restrict our attention to C 
functions. 

Partial derivatives will be used in the next section to find 
derivatives. They also have another important use—finding 
maxima and minima of functions. 
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2-6 Theorem. Let A C R w . If the maximum (or mini- 
mum) of f: A — R occurs at a point a in the interior of A and 
DJ(a) exists, then Dif(a) = 0. 

Proof. Let gi(x) = /(o 1 , ...〆，.•• ,a n ). Clearly 仍 
has a maximum (or minimum) at o*, and gi is defined in an 
open interval containing a*. Hence 0 = g/(a*) = Z)j/(a). | 


The reader is reminded that the converse of Theorem 2-6 
is false even if n = I (if /: R —> R is defined by f(x) = z 3 f 
then f(0) = 0, but 0 is not even a local maximum or mini¬ 
mum). If n > \ t the converse of Theorem 2-6 may fail 
to be true in a rather spectacular way. Suppose, for exam¬ 
ple, that /: R 2 —> R is defined by f(x ， y) = x 2 — y 2 (Figure 
2-2). Then / >i/(0 f 0) = 0 because g\ has a minimum at 0, 
while Z^2/(0,0) = 0 because g 2 has a maximum at 0. Clearly 
(0,0) is neither a relative maximum nor a relative minimum. 


Z 



FIGURE 2^2 
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If Theorem 2-6 is used to find the maximum or minimum of 
/on A f the values of / at boundary points must be examined 
separately — a formidable task, since the boundary of A may 
be all of A ! Problem 2-27 indicates one way of doing this, 
and Problem 5-16 states a superior method which can often 
be used. 

Problems. 2-17. Find the partial derivatives of the following 
functions: 

(ft) 》 x y . 

(b) f(x t y,z) - z. 

(c) f(x,y) * sin(x sin y). 

(d) f(x,y,z) = sin(x sin(y sin z)). 

(e) f{x t y t z) - x y \ 

(f) f(x,y,z) = x y+M . 

(g) = (x + yY. 

(h) f{x,y) = sin(xy). 

(i) f(x t y) - [sin(xj/)] cosa . 

2-18. Find the partial derivatives of the following functions (where 
R —> R is continuous) : 

(a) f(x,y) = 

(b) f(x t y) = Jyff. 

(c) f(x t y) = jl v g. 

/ rv \ 

(d) f{x,y) - J a 6 9- 

2 «i 9 . if f(x f y) = x rlZ>， + (log x) (arctan(arctan(arctan(sin(cos xy) — 
log(i + y))))) find D 2 /(l,y). Hint: There is an easy way to 

do this. 

2-20. Find the partial derivatives of/in terms of the derivatives of g and 
hii 

(a) f(x,y) - g(x)fc(y). 

(b) f(x t y) = g(x) K ^K 

(c) f(x,y) = g{x). 

(d) f(x,y) - g(y)- 

(e) f(x,y) - g{x + y). 

2-21,* Let g it g 2 ： R 2 R be continuous. Define /: R R by 

2 y 

― J ?i(^0)d( 4 - ^ g 2 (x,t)dt. 

(a) Show that Difix,y) = 92 {x,y). 

(b) How should / be defined so that Dif(x,y) - g\{x,y)7 

(c) Find a function /: R 2 — R such that Dif(x,y) = x and 
D^f{x t y) « y. Find one such that Dif(x,y) - y and D 2 j(x,y) - x. 
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2-22.* If /: R 2 — R and Dj/ - 0, show that / is independent of the 
second variable. If D\J - Dj / - 0, show that / is constant. 

2*23.* Let A - \(x t y) E R 2 : a; < 0, or x > 0 and y ^ 0). 

(a) If /: A H and Dif - Dj/ = 0, show that / is constant. 
Hint: Note that any two points in A can be connected by a 
sequence of lines each parallel to one of the axes. 

(b) Find a function /: ^4 —> R such that Dif ™ 0 but / is not 
independent of the second variable. 

2-24. Define /: R 2 —♦ R by 

0 (x,y) = 0. 


(a) Show that Da/(a;,0) = z for all x and Di/(0,y) = —y for 
all y. 

(b) Show that 2W(0,0) # D 2 ,if{0 t 0). 

2-25. • Define /: Rby 


f(x ) - 



x ^ 0, 
z ™ 0. 


Show that / is a C® function, and / (i) (0) ™ 0 for all i. Hint: 

The limit /’(0) » lim —— =■ lim -ip* can be evaluated by 

h-~*o h h-*o fr " 

L 1 Hospital's rule. It is easy enough to find f r {x) for x 0, and 

/"(0) — lim f f (h)/h can then be found by L’Hospital’s rule. 
h ― >0 


2-26.* Let 


/⑻ 》 


e -(*-l)-a. g -(*+l)-* 

0 


* e (-1,1), 
x c (-1,1). 


(a) Show that /: R —> R is a C 00 function which is positive on 
( — 1,1) and 0 elsewhere. 

(b) Show that there is a C 00 function g: [0,1| such that 

9 i,x) - 0 for a; < 0 and g(x) - 1 for x > e. Hint: If / is a C- 
function which is positive on (0,e) and 0 elsewhere, let g{x) *= 

Js//Js/. 

(c) If a G R n , define 众 ： R n -♦ R by 


⑻ -/(fx 1 - a”/e) • . . • •/(fx n - a n )/e). 

Show that ^ is a C 00 function which is positive on 

(a 1 - e> a 1 + e) X ... X (a” _ e ，+ e ) 
and zero elsewhere. 

(d) Ifi4 C R” is open and C C ^ is compact, show that there is 
& non-negative C 00 function f : A-* R such that/(a;) > 0 for a; G C 
and / » 0 outside of some closed set contained in A. 

(e) Show that we can choose such an/so that/: A [0,1] and 
f(x) - 1 for a; G C. Hint: If the function / of (d) satisfies 
/Or) > e for a; G C, consider go /， where g is the function of (b). 
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2-27. Define g, h: \x E |^| < 1 1 R 3 by 

(x t y, Vi 


g(x,y) = (x f y, V1 — 怎 2 — y 2 )， 
h{x f y) = (x ， y， - y /1 一怎 2 


V 2 ). 

Show that the maximum of / on \x G R 3 ： |a；| ~ M > s either the 
maximum of / ® ^ or the maximum of / ° on {i 0 R*c |^| ^ M* 

DERIVATIVES 

The reader who has compared Problems 2-10 and 2-17 has 
probably already guessed the following. 

2-7 Theorem. If f ： R n R m is differentiable at a, then 
D jf{a) exists for l < i < m t l < j < n and /’(a) t.s the m X n 
matrix (Dy/ 1 ⑷). 

Proof. Suppose first that m = 1， so that/: R n —> R. Define 
h: R — R w by h(x) = (o 1 , ,o n ), with x in the 

jth place. Then Djf(a) ^(f^h) f (a j ). Hence, by Theorem 

2 - 2 , 

(/ o h) f (a j ) = /’ ⑷ . h\a 3 ) 

'0、 


/' ⑷ 


jth place. 


0 

Since (/ 。 h) f (a/) has the single entry Dy/(o), this shows that 
Djf(a) exists and is the ;th entry of the 1 X n matrix /'(a). 

The theorem now follows for arbitrary m since, by Theorem 
2-3, each /* is differentiable and the zth row of /’(a) is 

(/亇⑷ _ ■ 

There are several examples in the problems to show that the 
converse of Theorem 2-7 is false. It is true, however, if one 
hypothesis is added. 
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2-8 Theorem. If f: R w — R m , then Df(a) exists if all 
Djf(x) exist in an open set containing a and if each function 
DjP is continuous at a. 

(Such a function / is called continuously differentiable at a.) 


Proof. As in the proof of Theorem 2-7, it suffices to consider 
the case m — 1, so that/: R n — R. Then 

/(a + A) - /(a) = /(a 1 + h\ a 2 , . . . ,o n ) - /(o 1 , . . . ,o n ) 

+ f(a l + h 1 , o 2 -h h 2 , o 5 , . . . ,o n ) 

- /(o l + h\ o 2 , . . . ,o n ) 

+ … 

~^f(a l + h\ . . . ,a n + P) 

一 /(a 1 + /i 1 , … ,a n ^ 1 - + h n ^\ a n ). 

Recall that D\f is the derivative of the function g defined by 
g(^) = /(a: ， a 2 ，. . • ,a n ). Applying the mean-value theorem 
to p we obtain 

/(a 1 + k\ a 2 , . . . ,a n ) - /(a 1 , . . . ,o n ) 

=/i 1 • Dif(bi t a 2 , . . . ,a n ) 

for some 61 between a 1 and a 1 + h\ Similarly the ith term 
in the sum equals 

DJ(a l + h\ . . . ， a l ■- 1 + b { , . . . ,a n ) = h^Difia), 

for some C{. Then 


lim 

A>0 


|/( a + 办 ）- /⑷ - $ Dif(a) - h x 

_i — 1_ 


T iDif(a) - Dif{a)\ « 



$ lim ^ \D{f(a) — Dif(a)\ - 

n 

<Hm V |D 幽 ）— DJia)] 

= 0 , 


since DJ is continuous at a. | 
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Although the chain rule was used in the proof of Theorem 
2-7, it could easily have been eliminated. With Theorem 2-8 to 
provide differentiable functions, and Theorem 2-7 to provide 
their derivatives, the chain rule may therefore seem almost 
superfluous. However, it has an extremely important corol¬ 
lary concerning partial derivatives. 

2-9 Theorem. Lei . . . ,g m ： R n R be continuously 
differentiable <U a t and lei f: R m -^R be differentiable at 
(gi ⑷， • • • 伽 ⑷）. Define the function F: R w R by 
F{x) «= f(gi(x) ，… Then 

m 

D { F(a) - T Djf(gi(a) t . . . ,gm(a)) - D 奶 ⑷ • 

Proof. The function F is just the composition fog, where 
g = (g lf . . . ,g m ). Since g { is continuously differentiable at 
a, it follows from Theorem 2-8 that g is differentiable at a. 
Hence by Theorem 2-2, 

F f (a) = f(g(a)) - = 

( Di 卩 l ⑷，. • • ，认必⑷ 

• ； 
D\g m (a) t . . . f D n gm,(a) 

But ⑷ is the ith entry of the left side of this equation, 
while ... “⑷）- D igj (a) is the tth entry 

of the right side. | 

Theorem 2-9 is often called the chain rule, but is weaker 
than Theorem 2-2 since g could be differentiable without gi 
being continuously differentiable (see Problem 2-32). Most 
computations requiring Theorem 2-9 are fairly straightforward. 
A slight subtlety is required for the function F: R 2 — R 
defined by 

F(x lV ) = f(g(x f y)M^)My)) 
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where h,k: R—► R. In order to apply Theorem 2-9 define 
hfi: R 2 —► R by 


Then 


h(x,y) = h{x) 

Dihix.y) = h f (x) 
Dilc(x f y) = 0 


ic(x,y) = k(y). 

Dihix.y) = 0 , 

Djc{x,y) = k f (y) t 


and we can write 

F(x 7 y) = f(g(x ， y)M: ， y)M x ， y)). 


Letting a = (g(x f y) f h( x )y k (y))y we obtain 

DiF(x,y) = Dif(a) - Dig(x,y) + Dzfia) - h’(x )， 
D 2 F(x } y) = Dif(a) - D 2 g(x t y) + Dzf(a) - k’(y). 

It should, of course, be unnecessary for you to actually write 
down the functions h and k. 


Problems. 2-28. Find expressions for the partial derivatives of the 
following functions: 

(a) F{z t y) = f(g(x)k(y) t g(x) -h h(y)). 

(b) F(x,y,z) = f(g(x + y), h(y + z)). 

(c) F{x,y,z) - f(x y ,y i ,z x ). 

(d) F(x,y) * f{x,g{x)Mx f y)). 

2-29. Let /: R n R. For z E R n , the limit 

/(a + tx) - /(a) 

hm - , 

t-*0 t 

if it exists, is denoted D x /(a), and called the direelional deriva¬ 
tive of / at a, in the direction x. 

(a) Show that D e J(a) = D,/(a). 

(b) Show that 仏:/⑷ ™ ⑷. 

(c) If / is differentiable at a, show that D x f(a) ™ Df(a){x) and 
therefore Djt+y/ ⑷* = D x f(a) 4 - D v f(a). 

2-30. Let / be defined as in Problem 2-4. Show that D x f(0,0) exists for 
all x, but if 9 〆 0, then D x+v /(0,0) « D x f(0,0) + D y f{0,0) is not 
true for all x and y. 

2-31. Let/: R 2 —» R be defined as in Problem 1-26. Show that D*/(0,0) 
exists for all x } although / is not even continuous at (0,0). 

2-32. (a) Let /: R —» R be defined by 

x ^0, 

x — 0. 


fix) 


x* sin - 
x 

0 
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Show that / is differentiable at 0 but f' is not continuous at 0. 
(b) Let/: R a -♦ R be defined by 


f(x,y) 


{x 1 4 - y 2 ) sin 


0 


1 


\/x 2 + y 2 


(x,y) ^ 0, 
{x,y) = 0. 


Show that / is differentiable at (0,0) but Dif is not continuous 
at (0,0). 

2-33. Show that the continuity of Dip at a may be eliminated from the 
hypothesis of Theorem 2-8. 

2-34. A function /: R n —» R is homogeneous of degree m if f(tx)= 
t m f(x) for ail x. If / is also differentiable, show that 



x'Difix) - mf(x). 


Hint: If g(i) * f(ix), find 〆⑴. 

2-35. If /: R n —> R is differentiable and /(0) « 0, prove that there exist 
gi\ R ft —► R such that 


f(x )= 




Hint: If h x (t) = f(tx), then f{x) — /J 


INVERSE FUNCTIONS 

Suppose that/: R —► R is continuously differentiable in an 
open set containing a and/’(a) 〆 0. If/'(a) > 0, there is an 

open interval V containing a such that f(x) > 0 (or x ^ V y 
and a similar statement holds if f f (a) < 0. Thus / is increas¬ 
ing (or decreasing) on V r and is therefore 1-1 with an inverse 
function 厂 1 defined on some open interval W containing/(a). 
Moreover it is not hard to show that / 一 1 is differentiable, and 
for y G ^ that 


(r l Y(y )= 


l 

nr^y)) 


An analogous discussion in higher dimensions is much more 
involved, but the result (Theorem 2-11) is very important. 
We begin with a simple lemma. 
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2-10 Lemma. Let ^4 C R n ^ o rectangle and let f: i4 — ► R n 
be continuously differentiable. If there is a number M such that 
\Djp(x)\ < M for all x in the interior of A , then 

1 / ⑷ -f(y)\ < n 2 M|x - y\ 

for all x,y G. A. 

Proof. We have 

n 

f(y) - f(x) = Y \f{y\ . . . ,y y ,x y+1 , . . . ,x n ) 
y =* i 

—f(V 1 ， •… ， 〆 一 1 〆 •， . • • yX n )l 
Applying the mean-value theorem we obtain 

P(y\ . • . W+ 1 ，. . • ， i n ) 一 f(y 1 ， … x J \ . . . ,x n ) 

^ (y y - X 3 ) - Djfizij) 

for some zy. The expression on the right has absolute value 
less than or equal to M - \y j — x J |. Thus 

Tl 

\f(y) - f(x)\ < ^ \y j - X j \ - M < nM\y - x\ 

i = i 

since each |y J — < |y — x|. Finally 

n 

\f(y) - f(x)\ < T \f(y) - f(x)\ < n 2 M - \y - x\. | 

i =* 1 

2-11 Theorem (Inverse Function Theorem), Suppose that 
f: R n —> R n is continuously differentiable in an open set contain¬ 
ing a, and deif(a) 9^ 0. Then there is an open set V containing 
a and an open set W containing f(a) such that f: V W has a 
continuous inverse f~ l : W —> V which is differentiable and for 
all y W satisfies 

(r l Y(y) = if(r l (y))r 1 ^ 

Proof, Let X be the linear transformation Df(a). Then 
X is non-singular, since det/(o) 5^ 0. Now D(X _1 «>/)(a)= 
乃 ( 入一 ^(/(a)) 。 ZV(a) = X 一 1 。 Df(a) is the identity linear 
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transformation. If the theorem is true for X 1 。/， it is clearly 
true for/. Therefore we may assume at the outset that X is the 
identity. Thus whenever/(a + h) = /(a), we have 

\f(o> + A) — / ⑷ — M 厶 )1 

\h\ 

But 

l/(a + 九）一 /(a) — X(^)| _ n 

^-♦o 1 九 i 

This means that we cannot have f(x) = /(o) for x arbitrarily 
close to, but unequal to, a. Therefore there is a closed rec¬ 
tangle U containing a in its interior such that 

1. /(x) 〆 f(a) if x E. U and x a. 

Since / is continuously differentiable in an open set containing 
a, we can also assume that 

2 . detf(x) 5 ^ 0 for x G U. 

3. iDjfix) - < l/2n 2 for all i, j f and x & U. 

Note that (3) and Lemma 2-10 applied to g(x) = f(z) - x 
imply for xi t x^ G U that 

|/(Xi) 一 Xi - （ /( 工 2) - $2)| S - 

Since 

\xi - Z 2 \ - |/( 怎 1 ) 一 /(^ 2 )| < 1 /( 怎 1) 一怎 1 一 （ /( 怎 2 ) — 怎 2)1 

< i\xi - X 2 \ } 

we obtain 

4. \xi — x 2 \ < 2\f(xi) — f(x 2 )\ for x lf x 2 E U. 

Now/(boundary U) is a compact set which, by (1), does not 
contain /(o) (Figure 2-3). Therefore there is a number d > 0 
such that |/(a) - /(x)| > d for x G boundary U. Let 
W = [y: \y - /(a)I < d/2\. If y GW&ndxG boundary U t 
then 

5. \y - /(a)I <\y - / ⑷ |. 

We will show that for any y W there is a unique x in 
interior U such that f(x) = y. To prove this consider the 
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function g: U R defined by 

w 

g(x) = - f(x)\ 2 =2(〆 一 f(x))\ 

*=i 

This function is continuous and therefore has a minimum on 
U. If x E. boundary U t then，by (5 )， we have g(a) < g(x). 
Therefore the minimum of g does not occur on the boundary 
of U. By Theorem 2-6 there is a point x G interior U such 
that Djg(x) = 0 for all j f that is 

n 

2 2(^ - f(x)) - Djfix) = 0 for all;. 

t = i 

By (2) the matrix {Djf{x)) has non-zero determinant. There¬ 
fore we must have 〆 一 f*(x) = 0 for all t, that \s y — f(x). 
This proves the existence of x. Uniqueness follows immedi¬ 
ately from (4). 

If F = (interior U) we have shown that the 

function /: V —> W has an inverse f~ l : W V. We can 
rewrite (4) as 

6. \r l (yi) - < 2 ( 2/1 - Vt\ for y u y 2 G W. 

This shows that 厂 1 is continuous. 

Only the proof that 厂 1 is difTerentiable remains. Let 
m = Df(x). We will show that 厂 1 is differentiable at 2 / = f(x) 
with derivative 卩一 1 . As in the proof of Theorem 2-2, for 
x\ G V, we have 

f(x\) = f(x) + n(xi - x) + <p(Xi - x) t 

where 

lim 吵 二 ？ 1 =0. 

X\-*X 1^1 一 

Therefore 

- f{x)) ^ Xi - X + - x)). 

Since every y\ G W is of the form f(x\) for some x\ G V t this 
can be written 


厂 / = r l (y) + r\yi - y) - r l Mr l (yi) - rHy))) t 
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and it therefore suffices to show that 


lim 


Im 一 、 crWo - 厂 七 )))! 

\yi - y 
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Therefore (Problem 1-10) it suffices to show that 


Now 


lim 

y^y 


^( 厂 1 0/1)- 厂 1 ( 州 1 

2/i — 2/1 



krHyo -r\y))\ 

li/i 一 "I 

= k 厂 w 〗） — 厂 w))! . IrHvx) -r\y)\ 

— \f~\yi) -r l (y)\ I2/1 - y\ 


Since 厂 1 is continuous, as y\ —> y. There¬ 

fore the first factor approaches 0. Since, by (6), the second 
factor is less than 2, the product also approaches 0. | 


It should be noted that an inverse function 厂 1 may exist 
even if detf(a) = 0. For example, if /: R —► R is defined by 
f(x) = x 3 , then f(0) = 0 but / has the inverse function 
= \/x. One thing is certain however: if det/’(a) = 0, 
then 厂 1 cannot be differentiable at /(a). To prove this note 
that /。厂 \x) = x. If 厂 1 were differentiable at /(a), the 
chain rule would give/(a) - (/ _1 )'(/(a)) = /, and consequently 
det/’ ⑷. det (厂 ^’(/ ⑷） = 1， contradicting detf(a) = 0. 

Problems. 2-36.* Let A C H n be an open set and /: ^4 R n 
a continuously differentiable 1-1 function such that det f(x) ^ 0 
for all Show that/(A) is an open set and 广 1 : A is differ¬ 

entiable. Show also that /(B) is open for any open set B Q A. 
2-37. (a) Let /: R 2 -♦ R be a continuously differentiable function. 
Show that / is not 1-1. Hint: If, for example, D\f{x } y) ^ 0 for all 
(x,y) in some open set A, consider A R* defined by g(x,y) = 

(/(: ， y) ， y). 

(b) Generalize this result to the case of a continuously differen¬ 
tiable function /: R n -♦ R w with m < n. 

2*38. (a) If /: R —► R satisfies f r (a) ^ 0 for all a G R, show that / is 
1-1 (on all of R). 
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(b) Define /: R J R 1 by f(x t y) - (c* cos y t e* sin y). Show 
that det f f (x t y) ^ 0 for all (x,y) but/is not 1-1. 

2-39. Use the function /: R R defined by 


fix )= 


0 


x ^ 0 f 
x = 0, 


to show that continuity of the derivative cannot be eliminated from 
the hypothesis o! Theorem 2-11. 


IMPLICIT FUNCTIONS 

Consider the function /: R 2 —♦ R defined by f(x y y) = x 2 + 
y 2 — 1. If we choose (a,6) with /(a,6) = 0 and a 〆 1 ，一 1, 
there are (Figure 2-4) open intervals A containing a and B 
containing b with the following property : if x G 4， there is 
a unique y ^ B with f(x t y) = 0. We can therefore define 


y 



FIGURE 2-4 
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a function g: ^4 —> R by the condition g{x) G B and f(x f g(x)) 
= 0 (if 6 > 0, as indicated in Figure 2-4, then g{x) - 

y/\ — x 2 ). For the function / we are considering there is 
another number b\ such that/(a,6i) = 0. There will also be 
an interval B\ containing b\ such that, when x G A, we 
have f(XyQ\(x)) == 0 for a unique g\{x) £ B\ (here g\(x) = 

一 \/l 一 x 2 ). Both g and gi are differentiable. These 
functions are said to be defined implicitly by the equation 
f(x } y) = 0. 

If we choose a = 1 or — 1 it is impossible to find any such 
function g defined in an open interval containing a. We 
would like a simple criterion for deciding when, in general, 
such a function can be found. More generally we may ask 
the following: If /: R n X R R and f(a 1 ， • . . ,o n ,6) = 0, 
when can we find, for each (x 1 , . ■ . ,x n ) near (a 1 , . . . ,a n ), 
a unique y near b such that f(x\ . . . } x n t y) = 0? Even 
more generally, we can ask about the possibility of solving 
m equations, depending upon parameters z 1 , , , . t x n f in m 
unknowns: If 

fi ： R n X R m — R 

and 

6 1 ，. • •，6 m ) 含 0 = 1， . • . , tm , 

when can we find, for each (x\ . • . 7 x n ) near (o 1 , . . . ,a n ) a 
unique (y\ . . . ,y m ) near (6 1 ，• . • f b m ) which satisfies 
/ ， ( 工 1 ， . . • jX n f y l f . . . t y m ) = 0? The answer is provided by 

2-12 Theorem {Implicit Function Theorem)* Suppose 
f: H n X H m —♦ K m is continuously differentiable in an open set 
containing (a y b) and /(o,6) = 0. Let M be the m X m matrix 

1 < h j < m. 

If det M 0 f there is an open set A C R n containing a and an 
open set B containing 6, with the following property: for 

each x ^ A there is a unique g(x) G B such that f(x,g(x)) = 0. 
The function g is differentiable. 
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Proof. Define F: R n X R m — X R m by F(x f y )= 
(xJ{x )V )). ThendetFW) - det M ^ 0. By Theorem 2~11 
there is an open set T7 C H n X R m containing F(a f b) = (a,0) 
and an open set in R n X R w containing (a,6)，which we may 
take to be of the form A X B f such that F: A X 
has a differentiable inverse h: W A X B. Clearly h is of 
the form h(x t y) = (x,fc(x, 2 /)) for some differentiable function 
k (since F is of this form). Let^r ： R n XR m -> R m be defined 
by Tr(x f y) = y) then ir o F =* /. Therefore 

f(x,k(x ， y)) = / 。 h(x f y) = (it 。 F) o h(x f y) 

=t o (F o h)(x } y) = n(x,y) = y. 

Thus /(x,fe(x,0)) = 0; in other words we can define g(x)= 
k(xfl). I 


Since the function g is known to be differentiable, it is easy 
to find its derivative. In fact, since/*(a:,gf(x)) = 0, taking Dj 
of both sides gives 

m 

0 = Djfix.gix)) + ^ Dn^PMx)) - D jg a (x) 

« — 1 

ij = 1, . . . ,m. 

Since det Af 〆 0, these equations can be solved for D } g a (x). 
The answer will depend on the various Djf^x’gtx ))， and there¬ 
fore on g(x). This is unavoidable, since the function g is not 
unique. Reconsidering the function /: R 2 — R defined by 
f( x ,y) = x 2 + " 2 - 1， we note that two possible functions 

satisfying f(x f g(x)) == 0 are g(x) = Vl - x 2 and g(x )= 
—\/l — x 2 . Differentiating f(x,g(x)) = 0 gives 

Difix^ix)) + Dif{x } g(x)) - g\x) = 0, 
or 

2x + 2g{x) - g\x) =* 0, 

g\x) = —x/g(x) 1 

which is indeed the case for either g(x) = "V1 — x 2 or g(x )= 


一 y/\ — x 2 . 
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A generalization of the argument for Theorem 2-12 can be 
given, which will be important in Chapter 5. 

2-13 Theorem. Let f: R n —► R p be continuously differ¬ 
entiable in an open set containing a, where p < n. = 0 

anrf the p X n matrix (Djf i (a)) has rank p, then there is an 
open set A C R n containing a and a differentiable function h: 
A — > R n with differentiable inverse such that 

foh(x\ . . . t x n ) = (x n -. . . } x n ). 

Proof. We can consider / as a function /: R n ~ p X R p —► R p . 
n det Af # 0， then M is the p X p matrix (Ai-p+j/ ⑷), 
1 < h j < p, then we are precisely in the situation considered 
in the proof of Theorem 2-12, and as we showed in that proof, 
there is h such that / 。 Mx 1 , • • . ,x n ) = (x n ~ p+l , . . . ， x n ). 

In general，since (Djf l (a)) has rank p, there will be j\ < 

.• • < jp such that the matrix (Dy/^a)) 1 S f < p, j = 
ju - • • yjp has non-zero determinant. If g: R n —► R n per¬ 
mutes the ^ so that 穿 (x 1 ，. • • f x n ) =*(•••• ， : c y ，)， 
then fog is a function of the type already considered, so 
((fog)ok)(x\ . . . ,x n ) = (x n _ p+1 , . . . ,x n ) for some k. 
Let h = g o k. | 

Problems. 2-40. Use the implicit function theorem to re-do Prob¬ 
lem 2-15(c). 

2-41. I>t /: R X R — R be differentiable. For each z G R define g x : 

R by g x (y) = f(x t y). Suppose that for each x there is a 
unique y with g x \y) = 0; let c(x) be this y. 

(a) If 0 2 , 2 /(ar, 2 /) ^ 0 for ail (x f y), show that c is differentiable 
and 

c ' ⑻ == 一化 ㈣⑷). 

02 r 2f(x,c(x)) 

H gxiy) = 0 can be written Dif{x,y) - 0. 

(b) Show that if c'{x) ― 0, then for some y we have 

D 2 ,if(x,y) « 0, 

D 2f(x,y) « 0. 

(c) Let f(x,y) — x (y log y — y) — y log x. Find 


max ( min f{x,y)). 
i<*<2 ^<y<l 
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This section is a brief and not entirely unprejudiced discussion 
of classical notation connected with partial derivatives. 

The partial derivative Dif(x y y t z) is denoted, among devotees 
of classical notation, by 




dx 


or or 
dx 


or — 


or any other convenient similar symbol. This notation forces 


one to write 


£ (w ，— 


for although the symbol 


3f(x ， y ， z) 
^ dx ~ 


or 


(i.y.a) - 


5/(W) 

~ dx 


(w,v ， u?) 


or something similar may be used (and must be used for an 
expression like I>i/(7,3,2)). Similar notation is used for D 2 f 
and Dzf. Higher-order derivatives are denoted by symbols 


like 


D 2 Dif(x,y t z )= 


d 2 f(x ， y ， z) 

_ ■ •_ • 

dy dx 


When/: R R, the symbol d automatically reverts to d\ thus 


d sin x 
dx 


not 


d sin x 
dx 


The mere statement of Theorem 2-2 in classical notation 
requires the introduction of irrelevant letters. The usual 
evaluation for Di(/ 。 (g ， h)) runs as follows: 

If f(u y v) is a function and u = g(x } y) and v = h(x ， y )， 

then 

df(g(x f y) f hjx.y)) = df(u ， v) du + df(u t v) dv 
dx du dx dv dx 

[The symbol du/dx means d/dx g(x ， y) and d/duf(u ， v) means 
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D\J(u } v) = Dif(g(x,y) t h(x t y)).] This equation is often written 
simply 

df dfdu df dv 

_ _ 一 — •—— ，如 ■ —— •- • 

dx du dx dv dx 1 


Note that / means something different on the two sides of the 
equation! 

The notation df/dx t always a little too tempting, has inspired 
many (usually meaningless) definitions of dx and df separately, 
the sole purpose of which is to make the equation 


df = 


df 

dx 



work out. If/:R 2 — R then df is defined, classically, as 


d/ = 


dx dy 


(whatever dx and dy mean). 

Chapter 4 contains rigorous definitions which enable us to 
prove the above equations as theorems. It is a touchy 
question whether or not these modern definitions represent a 
real improvement over classical formalism; this the reader 
must decide for himself. 
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BASIC DEFINITIONS 

The definition of the integral of a function /: 4 — R ， where 
^4 C R n is a closed rectangle, is so similar to that of the ordi¬ 
nary integral that a rapid treatment will be given. 

Recall that a partition P of a closed interval [a t b] is a 
sequence fo，• • . ， <fc，where a ^ to ^ ti ^ 

The partition P divides the interval [a,b] into k subintervals 
. A partition of a rectangle [ai,fell X • • . X \a nf b n } 
is a collection P = (Pi, • • • ,P»), where each Pi is a par¬ 
tition of the interval [a ； ,fei]. Suppose, for example, that 
jPi = <o, • • • is a partition of [ai } b\] and P 2 = s 0 , • . . ， s! 
is a partition of [a 2 ,6 2 ]. Then the partition P = (PuPi) of 
[ai,6i] X [<* 2 力 2 ] divides the closed rectangle [ai,6i] X [^ 2 ,^ 2 ] 
into k - 1 subrectangles, a typical one being X [ 〜 _i 而 1. 

In general, if Pi divides [a,-,6 t ] into Ni subintervals, then P = 
( 尸 1 ， • • • jP n ) divides [ai.foi] X • • • X la nt b n ] into N = 
ATj • . . . • AT n subrectangles. These subrectangles will be 
called subrectangles of the partition P. 

Suppose now that A is a rectangle, /: i4 — ► H is a bounded 

46 
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function, and P is a partition of A. For each subrectangle S 
of the partition let 

^s(f) = inf(/(x): x G SJ, 

M s (f) = sup\f(x):x G S\ t 

and let v(S) be the volume of S [the volume of a rectangle 
[ai,&i] X • • • X [a n ,&nl, and also of X • . • X (a n ,6 n ), 

is defined as (b\ — ai) • . . . . (6„ — a n )]. The lower and 
upper sums of / for P are defined by 

HfyP) = J ms(f) - v(S) and U(f t P) = Y M s (f) - v(S). 
s s 

Clearly L(f,P) < U(f f P) } and an even stronger assertion (3-2) 
is true. 

3 華 1 Lemma. Suppose the partition P f refines P (that is, 
ea ch subrectangle of P r is contained in a subrectangle of P). 
Then 

Uf,P) < and U(f,P f ) < U(f,P). 

Proof. Each subrectangle 5 of P is divided into several sub- 
rectangles S h . . . ,S a of P\ so v(S) = v(Si) + • . . + 
Now m s (f) < m Si (f) t since the values f(x) for x G 5 
include all values f(x) for x G S% (and possibly smaller ones). 
Thus 

m s(f) * v(S) = m s (f) - v(S]) + • • . + ms(f) • v(S a ) 

< rn Sl (f) - v(Si) + … + m Sa (f) - v(S a ). 

The sum, for all S, of the terms on the left side is L(/,P), 
while the sum of all the terms on the right side is L(/,P , ). 

Hence L(/,P) < L(f,P f ). The proof for upper sums is 
similar. | 

5-2 Corollary. If P and I)’ are any two partitions, then 
Wr) < U(f,P). 

Proof. Let P n be a partition which refines both P and P'. 
(For example, let P n = (P^ f . . . } P^) } where P；/ is a par- 
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tition of [ai,6i] which refines both Pi and P[.) Then 

l(/,po < wd < u(fr f ) <「(/，)•■ 

It follows from Corollary 3-2 that the least upper bound of 
all lower sums for / is less than or equal to the greatest lower 
bound of all upper sums for/. A function /: A — R is called 
integrable on the rectangle A if/is bounded and sup{L(/,P)l 
=inf( U(f } P)\. This common number is then denoted J a/, 
and called the integral of f over A. Often, the notation 
y x n )dx l . • . is used. If /： [a,6] —► R, where 
a < 6,'then J a 6 / = | (a ,6]/. A simple but useful criterion for 

integrability is provided by 

3-3 Theorem. A bounded function f: A —> R is integrable 
if and only if for every e > 0 there is a partition P of A such 

that U(f,P) - L(f } P) < e. 

Proof. If this condition holds, it is clear that sup{L(/,P))= 
ini{U(f P)\ and / is integrable. On the other hand, if / is 
integrable, so that sup|L(/,P)) = inf | f/(/,P)), then for 
any £ > 0 there are partitions P and P f with U(f,P) _ L(f，P ) 
< e If P 〃 refines both P and P f } it follows from Lemma 3-1 

that uur.) - wr f ) < u(f } p) - wrx^ i 

In the following sections we will characterize the integrable 
functions and discover a method of computing integrals. For 
the present we consider two functions, one integrable and one 

not. 

1. Let /: A H be a constant function, f(x) = c. Then 
for any partition P and subrectangle S we have m s (f) = 
M s (f) = c, so that L(/,P) = U(f t P) = S 5 c - v(S) = c - v(A). 

Hence j a/ = c ' v (^)- 

2. Let/: [0,1】X [0,1] — R be defined by 

0 if x is rational, 
f ( 工 , y 、 - i if x is irrational. 

If P is a partition, then every subrectangle S will contain 
points (x t y) with x rational, and also points (x y y) with x 
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L(f ， P) = ^ 0 • v(S) = 0 

s 

and 

U(f,P) - J 1 * = K[0,1] X [0,1J) = 1. 

s 

Therefore / is not integrable. 

Problems. 3-1. Let/: [0,1] X (0,1 J — ♦ R be defined by 

Show that / is integrable and J( 0 ,ix[o,i) f = \. 

3-2. Let /： —♦ R be integrable and let g = f except at finitely many 

points. Show that g is integrable and j A f = ^ A g. 

3-3. Let f,g: A —» R be integrable. 

(a) For any partition P of A and subrectangle iS, show that 

m s(f) 4 - m s (^) < m s (f + g) and M s (f + g) 

< M s {f) + M s (g) 

and therefore 

L(/,P) + L{g f P) < L (/ + g, P) and U(f + g t P) 

< U(f t P) + U(g t P). 

(h) Show that / + 卩 is integrable and j A f -{- g = / -f ^ A g. 

(r) For any constant c, show that j A cf = cj A f. 

3-4. Let/: /t —» K and let P be a partition of A. Show that/is integra- 
ble if and only if for each suhrectangle S the function f\S, which 
consists of / restricted to S, is integrable, and that in this case 

Uf = 2, s J lS /|5. 

3-5. Let f,g ： A -* R be integrable and suppose f < g. Show that 

J^/< 

3-6. If /: .4 - ♦ R is integrable, show that |/| is integrable and Ij^/j < 

5a\/i ^ 

3-7. Let/: [0,1] X [0,1] — K be defined by 

U x irrational, 

= ' 0 x rational, y irrational, 

1/7 x rational, y = p/q in lowest terms. 

Show that/is integrable and J [0 , i) X [ 0 .\) / = 0. 


/ 0 if 0 < z < 

1 1 if I < a ： < 1. 
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MEASURE ZERO AND CONTENT ZERO 


A subset A of R n has (n-dimensional) measure 0 if for every 
6 > 0 there is a cover ( U . . .} of A by closed rec¬ 
tangles such that ^AUi) < 6. It is obvious (but never¬ 
theless useful to remember) that if A has measure 0 and 
B C then B has measure 0. The reader may verify that 
open rectangles may be used instead of closed rectangles in 
the definition of measure 0. 

A set with only finitely many points clearly has measure 0. 
If A has infinitely many points which can be arranged in a 
sequence ai, a 2 , a 3 , • • • ， then A also has measure 0, for if 
6 > 0, we can choose U »■ to be sl closed rectangle containing 
a% with v(Ui) < 6/2*. Then SJLiv(C/i) < 2 t-tl s/2* * 6. 

The set of all rational numbers between 0 and 1 is an impor¬ 
tant and rather surprising example of an infinite set whose 
members can be arranged in such a sequence. To see that 
this is so, list the fractions in the following array in the order 
indicated by the arrows (deleting repetitions and numbers 
greater than 1): 


0/1 1/1 2/1 3/1 4/1 

^ / / / 

0/2 1/2 2/2 3/2 4/2 

， / / 

0/3 1/3 2/3 3/3 4/3 


0/4 



An important generalization of this idea can be given. 

3-4 Theorem. If A = A\^J - * and each 

Ai has measure 0, then A has measure 0. 


Proof. Let 6 > 0. Since Ai has measure 0, there is a cover 
{Ui^Ui^Ui^y . . .} of Ai by closed rectangles such that 
< 6/2\ Then the collection of all Uij is a cover 
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Um Ul,2 U lt3 - 



^2,1 U2,2 U2,3 ' 



u 


3, 



^3,2 U3,3 - 
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we see that this collection can be arranged in a sequence 
V 2i V 3 , ... . Clearly SLiK^f) < = e. | 

A subset 4 of R n has (n-dimensional) content 0 if for every 
e > 0 there is a finite cover (f/i, . . . ，[/ n ) of A by closed 
rectangles such that < 6. If A has content 0, 

then A clearly has measure 0. Again, open rectangles could 
be used instead of closed rectangles in the definition. 


3-5 Theorem^ If a -C b, then [a,b] CZ H does not have con- 
tent 0. hi fact, if 1 . . ,U n \ is a finite cover of \a,b\ by 

closed intervals，then Sj l =1 v(f/ l ) > b — a. 

Proof. Clearly we can assume that each Ui C [a,6]. Let 
a = 4 < h < • - • < tk — b be all endpoints of all Ui. Then 
each v(Ui) is the sum of certain tj — t^i. Moreover, each 
lies in at least one Ui (namely, any one which contains 
an interior point of [tj^]), so ⑻一 t^) 


If a < 6， it is also true that [a,b\ does not have measure 0. 
This follows from 

5-6 Theorem ， If A is compact and has measure 0, then A 
has content 0. 

Proof. Let S > 0. Since A has measure 0, there is a cover 
f U\ } U 2 , . . .} of ^4 by open rectangles such that XJ =l v(Ui) 
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< e. Since 2 is compact, a finite number U• f U n of 
the Ui also cover A and surely < 6. | 

The conclusion of Theorem 3-6 is false if A is not compact. 
For example, let A be the set of rational numbers between 0 
and 1; then A has measure 0. Suppose, however, that 
{[axfix], . . . ,[a n ,b n ]| covers A. Then A is contained in 
the closed set [ai,bi] VJ • . • U \d nf b n ] t and therefore [0,1] C 
[aifii] \J ' ' • \a n) b n ]. It follows from Theorem 3-5 that 
Xi =l (bi 一叫 ） > 1 for any such cover, and consequently A 
does not have content 0. 

Problems. 3-8. Prove that [aj, 6 il X • • • X Ia n ^n] does not have 
content 0 if a t < 6 , for each i. 

3 - 9 , (a) Show that an unbounded set cannot have content 0. 

(b) Give an example of a closed set of measure 0 which does not 
have content 0 . 

3-10. (a) If C is a set of content 0 , show that the boundary of C has 
content 0 . 

(b) Give an example of a bounded set C of measure 0 such that 
the boundary of C does not have measure 0. 

3-11. Let A be the set of Problem 1-18. If S ~ a i) < li show 
that the boundary of A does not have measure 0. 

3 - 12 . Let /: [a, 6 ] R be an increasing function. Show that \x: f is 

discontinuous at x\ has measure 0. Hint ： Use Problem 1-30 to 
show that \x: o(f ， x) > 1 /nj is finite，for each integer n. 

3-13.• (a) Show that the collection of all rectangles |ai, 6 ij X ... X 
(a„, 6 n ) with all a,- and bi rational can be arranged in a sequence. 

(b) If A C is any set and 0 is an open cover of A, show that 
there is a sequence Ui, U 2 , t/ 3 , ... of members of 0 which also 
cover A. Hint: For each x G A there is a rectangle B = [a\,b\] X 
• • • X [a n , 6 n l with all ai and bi rational such that x G B C U 
for some U G. 0. 

IISTEGRABLE FVNCTWNS 

Recall that o(f y x) denotes the oscillation of / at x. 

3.7 Lemma. Let A be a closed rectangle and let f: A R be 
a bounded function such that o(/,x) < 6 for all x E: A. Then 
there is a partition P of A with U(f ， P) — L(f t P) < 6 * v(/4). 
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Proof • For each x A there is a closed rectangle U x 、 
containing x in its interior, such that MuXJ) — 饥仏 (/) < S. 
Since A is compact，a finite number IJ X '， • • • t U Xn of the 
sets U x cover A. Let P be a partition for A such that each 
subrectangle 5 of P is contained in some U Xi . Then Ms(f) — 
m s(f) < £ each subrectangle S of P, so that U(f t P ) — 
L(f t P) = 2 S [M S (/) - m s (f)) - v(S) < 6 - v(A). | 

3-8 Theorem. Let A be a closed rectangle and f: A H a 
bounded function. Let B = \x:f is not continuous at x\. 
Then f is integrable if and only if B is a set of measure 0. 

Proof. Suppose first that B has measure 0. Let e > 0 and 
let B e = \x: o(f t x) > e(. Then B t C B y so that B £ has 
measure 0. Since (Theorem \Al) B t \s compact, B e has con¬ 
tent 0. Thus there is a finite collection Ui f . . . t U n of 
closed rectangles, whose interiors cover J5 e , such that 
< £• Lei P be a partition of A such that every subrectangle 
5 of P is in one of two groups (see Figure 3-1): 



FlC VHE 3-1. The shaded rectangles are in §i ， 
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(1) Si, which consists of subrectangles S t such that S C Ui 
for some i. 

(2) § 2 , which consists of subrectangles S with S r\ B e 

= 0 . 

Let |/(x)| < M for a: G Then Ms(f) — ms(/) < 2M 
for every S. Therefore 


n 

V [M s (f) - ms(f)) - v(S) < 2Af J v(U { ) < 2Me. 

SGSi 1 

Now, if 5 G § 2 i then o(f t x) < £ for a: G 5. Lemma 3-7 
implies that there is a refinement P' of P such that 


[M s ,(/) — m s >(f)} - v(S f ) < £ - v(S) 


s 


for S G Then 

U(f,P f ) - L{f t P f ) = Y [M S '(f) - m 8 ^f)} - v(S，) 

s. CS€Si 

+ Y 【 M s '(/) - ms^f)} - v(S f ) 

8 f CSGSi 

< 2Me + ^ e • v(S) 

se^ 

< 2Mt + e • v(A). 

Since M and v(A) are fixed, this shows that we can find a 
partition P f with U(f f P r ) — L(/,P0 as small as desired. Thus 
/is integrable. 

Suppose, conversely, that / is integrable. Since B = 

VJ & VJ 艮 VJ • • • , it suffices (Theorem 3-4) to prove 
that each B” n has measure 0. In fact we will show that 
each Bif n has content 0 (since B\/ n is compact, this is actually 
equivalent). 

If e > 0, let P be a partition of A such that U(f ， P) — 
L(/,P) < e/n. Let g be the collection of subrectangles S 
of P which intersect Bi ln . Then § is a cover of Bn n . Now if 
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and consequently < s . i 

We have thus far dealt only with the integrals of functions 
over rectangles. Integrals over other sets are easily reduced 
to this type. If C C R n , the characteristic function xc 
of C is defined by 

xc(x )= 

If (7 Cl 乂 for some closed rectangle A and /: ^4 —> R is 
bounded, then J*c/ is defined as ' xc, provided / * xc is 
integrable. This certainly occurs (Problem 3-14) if / and 
xc are integrable. 

3-9 Theorem. The function xc ： A R w integrable if and 
only if the boundary of C has measure 0 (and hence content 0). 

Proof, If a: is in the interior of C f then there is an open 
rectangle U with x U C. C. Thus xc ^ ^ on U and xc 1S 
clearly continuous at x. Similarly, if x is in the exterior of C, 
there is an open rectangle U with x G f/ C R n Hence 

xc = 0 on U and xc is continuous at x. Finally, if x is in 
the boundary of C, then for every open rectangle U containing 
there is E ： U C，so that xc(Vi) = 1 and there is 
ViE: V C\ (R n — C) y so that xciy^) =* 0. Hence xc is not 
continuous at x. Thus {a:: xc is not continuous at x)= 
boundary C, and the result follows from Theorem 3-8. | 


0 

i x EC. 
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A bounded set C whose boundary has measure 0 is called 
Jordan-measurable. The integral Jcl is called the 
(n-dimensional) content of C, or the (n-dimensional) volume 
of (7. Naturally one-dimensional volume is often called 
length ， and two-dimensional volume, area. 

Problem 3-11 shows that even an open set C may not be 
Jordan-measurable, so that |c/ *s not necessarily defined even 
if (7 is open and / is continuous. This unhappy state of affairs 
will be rectified soon. 

Problems. 3-14. Show that if f.g: X —» R are integrable, so is 

f.g. 

3-15. Show that if C has content 0, then C C X for some closed rectangle 
A and C is Jordan-measurable and j a xc ~ 0. 

3-16. Give an example of a bounded set (7 of measure 0 such that ^ a xc 
does not exist. 

3-17. If C is a bounded set of measure 0 and f a xc exists, show that 
^ a xc ™ 0. Hint: Show that L(f,P) *= 0 for all partitions P. 
Use Problem 3-8. 

3-18. If /: X R is non-negative and j a/ ® 0, show that \x:f(x) ^ 0} 

has measure 0. Hint: Prove that \x ： f(x) > 1/n} has content 0. 
3-19. Let U be the open set of Problem 3-11. Show that if / = xt ； 
except on a set of measure 0, then f is not integrable on [0,1]. 
3-20. Show that an increasing function /: [a,6] R is integrable on 

[Mj. 

3-21. If 乂 is a closed rectangle, show that C C 乂 is Jordan-measurable 
if and only if for every e > 0 there is a partition P of A such that 
怎苑办咐〉一 Sse§ 2 t;(5) < s, where Si consists of all subrectan¬ 
gles intersecting C and §2 all subrectangles contained in C. 

3 畢 22.* If A is a Jordan-measurable set and e > 0, show that there is a 
compact Jordan-measurable set C C 乂 such that J a-C 1 < E. 


FUBIIWS THEOREM 

The problem of calculating integrals is solved, in some sense, 
by Theorem 3-10, which reduces the computation of integrals 
over a closed rectangle in R n , n > 1, to the computation of 
integrals over closed intervals in R. Of sufficient importance 
to deserve a special designation, this theorem is usually 
referred to as Fubini’s theorem, although it is more or less a 
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special case of a theorem proved by Fubini long after Theorem 
3-10 was known. 

The idea behind the theorem is best illustrated (Figure 3-2) 
for a positive continuous function /: [a,fc] X [c,rf] —♦ R. Let 
t 0t . . . t t n be a partition of [a,6J and divide [a,b] X [c,d] 
into n strips by means of the line segments X [c,rf]. 
If g z is defined by g x (y) = then the area of the region 

under the graph of / and above [x| X [c,e?] is 

d d 

J Sz = f 

C C 

The volume of the region under the graph of / and 
above [U,j X [c y d] is therefore approximately equal to 
(G — U~\) - for any x G Thus 



fa.61 X 【 c.rfl * = 1 X [c,d\ 

is approximately — t t —i) . f2f(Xi ， y)dy ，with Xi in 



FIGURE 3-2 


S8 
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[ti^i,U]. On the other hand, sums similar to these appear in 
the definition of J«(/c/( x >2/)^2/)Thus, if h is defined by 
h(x) = j^g x = Sif(x y y)dy f it is reasonable to hope that h is 
integrable on [a,6] and that 

b b d 

/ / = / ^ = / ( / f^^dy) dx. 

e a c 


This will indeed turn out to be true when / is continuous, but 
in the general case difficulties arise. Suppose, for example, 
that the set of discontinuities of / is {xo) X [c,d] for some 
Xo G [a, 6】. Then / is integrable on [afi] X [c t d] but h(xo) = 
jif( x 0 jy)^y may not even be defined. The statement of 
Fubini’s theorem therefore looks a little strange, and will be 
followed by remarks about various special cases where simpler 
statements are possible. 

We will need one bit of terminology. If /: A —> R is a 
bounded function on a closed rectangle, then, whether or not 
/is integrable, the least upper bound of all lower sums, and 
the greatest lower bound of all upper sums, both exist. They 
are called the lower and upper integrals of / on A, and 
denoted 



respectively. 


J-iO Theorem (FubinVs Theorem). Let Z C R n and 
B be closed rectangles, and letf: A X B-^R be integrable. 

For x Ei A let g x : B — Rbe defined by g z {y) = /(x,y) and let 

&(x) = L J g z = L 
^(x) = U f g x - U 

B 


f(x,y 、 dy ， 

f(x，y)dy. 


Then £, and are integrable on A and 


I / = I £ = J (L ! f(x，y)dy) dx， 

//=/% = / (u J f( x ^y) d y) dx ' 
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(The integrals on the right side are called iterated integrals 
for/.) 

Proof. Let P A be a partition of A and P B a partition of B. 
Together they give a partition P of A X B for which any 
subrectangle S is of the form Sa X Sb } where Sa is a sub¬ 
rectangle of the partition Pa, and Sb is a subrectangle of the 
partition Pb- Thus 

L(f,P) = y rn s (f) - v(S) = T m SAXS B (f) • X Sb) 

S Sa,Sb 

= 2 (2 ^SaXSbU) • K*Sb)) • v(S A )- 
sii si 

Now, if X £ Sa, then clearly m SAXSB {f) < nt SB (g x )- Conse¬ 
quently, for x £ we have 

T msAXSsif) ' v (^b) < ^ ^Sb(9x) - v(S B ) < L J g x -= £(x). 

si Sb B 

Therefore 

2 Q] m SAXS B (f) ， ^(Sb)) ■ v(S A ) < L(£ } P a )^ 

Sa Sb 

We thus obtain 


ULP) < L(^P a ) < U(£ t P A ) < U(^i } P A ) < C/(/,P), 

where the proof of the last inequality is entirely analogous 
to the proof of the first. Since / is integrable, 8up{L(/,F))= 
infj[/(/,P)| = Hence 

sup{L(£,F x )l = inHU(£, f P A )\ = Sa x b l 

In other words, £ is integrable on A and j axb/ = The 

assertion for *11 follows similarly from the inequalities 

W>P) < L(£ } P a ) < L(^i,P A ) < U(^i t P A ) < U(f } P). I 


Remarks. 1. A similar proof shows that 



AXB 


J ( L f f (:， y)dx) dy = J (v J f(x ， y)dx) dy. 
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These integrals are called iterated integrals for / in the reverse 
order from those of the theorem. As several problems show, 
the possibility of interchanging the orders of iterated integrals 
has many consequences. 

2. In practice it is often the case that each g x is integrable, 
so that j ax sf = Ja(J Bfi^ i y)dy)dx. This certainly occurs 
if / is continuous. 

3. The worst irregularity commonly encountered is that g z 
is not integrable for a finite number of x G A. In this case 
£(x) = f Bf ( 工， y)dy for all but these finitely many x. Since 
j a£> remains unchanged if £ is redefined at a finite number of 
points, we can still write j axb/ - f A(f Bf(^ ， y)dy)dx, pro¬ 
vided that J Bf(x } y)dy is defined arbitrarily, say as 0, when it 
does not exist. 

4. There are cases when this will not work and Theorem 3-10 
must be used as stated. Let /: [0,1] X [0,1] — R be defined 

by 

if x is irrational, 

if x is rational and y is irrational, 
if x = p/q in lowest terms and y is 
rational. 

Then / is integrable and /[o.uxfo.i] / = 1 - Now jlf(x } y)dy = 1 
if x is irrational, and does not exist if x is rational. There¬ 
fore h is not integrable if h(x) = is set equal to 0 

when the integral does not exist. 

5. If A = [ai,bi] X • • • X [a„,6 n ] and /: A R is suf¬ 
ficiently nice, we can apply Fubini’s theorem repeatedly to 
obtain 

八， = . (/:、 1 - ’)&)•••)☆". 

6. If (7 C 义 X By Fubini’s theorem can be used to evaluate 
J c /, since this is by definition Jaxb Xcf> Suppose, for exam¬ 
ple, that 

C - [-1,1] X [-1,1] — \(x f y): \(x,y)\ < 1). 
f c f = /^\ (/丄 f(x f y) ' xc(x ， y)dy) dx. 



Then 
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Now 


Xc(x t y) = I 0 


li y > V\ — x 2 or y < - V 1 一 x 2 , 
otherwise. 


Therefore 

f\f(x f y)'xc(x,y)dy = j + \^J{x y y)dy. 

In general, if C C A X B, the main difficulty in deriving 
expressions for j c f will be determining C H ({x) X B) 
for x E A. If CM (A X !?/i) (or y G B is easier to deter¬ 
mine, one should use the iterated integral 

h 卜 IsUa^ • xc(x,y)dx^ dy. 


Problems. 3-23. Let C C ^4 X B be a set of content 0. Let 

A 1 <Z ^ be the set of a\\ x A such that \y B: (x,y) G is 

not of content 0. Show that A' is a set of measure 0. Hint： xc»s 
integrable and Saxb xc = S - }a£, so 一 £ »= 0. 

3-24. Let C C [0,1J X [0,1] be the union of all (p/?| X [0, l/q], where 

p/? is a rational number in [0,1] written in lowest terms. Use C 

to show that the word “measure” in Problem 3-23 cannot be 
replaced by “content.” 

3-25. Use induction on n to show that [ai,fci] X • X [a ft »&nl is not a 
set of measure 0 (or content 0) if Oi < bi for each t. 

3-26. Let /: [a,6] - ♦ K be integrable and non-negative and let Af - 
j (x,y ) : a < x <b and 0 < y < f(x)\. Show that A f is Jordan- 
measurable and has area f^/. 

3-27. If /： [a,6] X [a,6] — R is continuous, show that 

j a JJ f(x,y)dx dy = f{x,y)dy dx. 

Hint: Compute Jc/ in two different ways for a suitable set 
C C (a.bj X [a^]. 

3-28.* Use Fubini's theorem to give an easy proof that D 1i2 / = £) 2 , 1 / 
if these are continuous. Hint: If Di^f{a) — D 2 .i/(a) > 0, 
there is a rectangle A containing a such that D\ % ij — 

0 on ^4. 

3-29. Use Fubini’s theorem to derive an expression for the volume of 
a set of H 3 obtained by revolving a Jordan-measurable set in the 
yz-plane about the 2 -axis. 



62 


Calculus on Manifolds 


3-30. Let C be the set in Problem 1-17. Show that 

/ [o.n (/o.n —) # = L (/_ —) 办 = 0 

but that / (o.ijxio.i] xc does not exist. 

3-31. If A = (ai r 6i) X • • • X [a n ,6 n I and /: A R is continuous, 
define A —> R by 

作卜 / 【一… 

What is DiF(x), for x in the interior of A? 

3-32.* Let /: [o,6J X [c,<i] - ♦ R be continuous and suppose D%j is con¬ 
tinuous. Define F(y) = i b a f(x t y)dx. Prove Leibnitz’s rule: F\y) 
= J b a D2f(x t y)dx. Hint: F{y) = j b a f(x f y)dx = f b a (SiD 2 f(x,y)dy -f 
f(x t c))dx. (The proof will show that continuity of D%f may be 
replaced by considerably weaker hypotheses.) 

3-33. If /: [o,61 X — R is continuous and D^f is continuous, define 
F{x t y) = {lf(t,y)dt. 

(a) Find D\F and D^F. 

(b) If G{x) = find G^x). 

3-34.* Let ^ 1 ^ 2 ： R 2 —» R be continuously differentiable and suppose 
D\gi =* Digi. As in Problem 2-21, let 

f (: ， y) = j: 9iW)dt + Jj g 2 (z,t)dt. 

Show that Dif(x,y) =* gi(x,y). 

3-35.• (o) Let g: R n - ♦ R n be a linear transformation of one of the fol¬ 
lowing types: 


1 gM = 

* ei i ^ j 

1 g(^j) = 

= aej 

I g( e i) : 

=Ci i ^ j 

l g(ej) * ej + ek 

gM : 

= ek k i t 

ff(c») 5 


<?(«>) 1 

= €%• 


If C/ is a rectangle, show that the volume of g{U) is |det . v{U). 

(b) Prove that |det . v{U) is the volume of g(U) for any linear 
transformation g ： R n — R n . Hint: If det g 7^ 0, then g is the 
composition of linear transformations of the type considered in (a). 

3-36. (Cavalieri’s principle). Let A and B be Jordan-measurable sub¬ 
sets of R*. Let A c ** I (x f y): (x,y,c) G A } and define B c similarly. 
Suppose each A c and B e are Jordan-measurable and have the same 
area. Show that A and B have the same volume. 
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In this section we introduce a tool of extreme importance in 
the theory of integration. 

J-U Theorem. Lei A C R n and let G be an open cover of A. 
Then there is a collection of C 00 functions <p defined in an open 
set containing with the following properties: 

(1) For each x ^ A we have 0 < (p{x) < 1. 

(2) For each x ^ A there is an open set V containing x such that 
all but finitely many ^ G ^ are 0 on V. 

(3) For each x A we have 2^tD^(x) = 1 (by (2) for each x 
this sum is finite in some open set containing x). 

(4) For each v? G 中 there is an open set U in 0 such that 妒 = 0 
outside of some closed set contained in U. 

(A collection satisfying (1) to (3) is called a C* partition of 
unity for A. If 中 also satisfies (4), it is said to be sub¬ 
ordinate to the cover 0. In this chapter we will only use 
continuity of the functions (p.) 

Proof, Case 1. A is compact. 

Then a finite number [/i, . . . ,U n of open sets in 0 cover A. 
It clearly suffices to construct a partition of unity subordinate 
to the cover {Ui t . . . ,U n }. We will first find compact 
sets Di C. Ui whose interiors cover A. The sets Di are con¬ 
structed inductively as follows. Suppose that Di, . . . ，/) t 
have been chosen so that jinterior Di, . . • , interior Dk ， 
Uk^-u . . . jU n \ covers A. Let 

Ck+i - A — (int Di VJ • • * U int D* VJ VJ - - . U U n ). 

Then Ck+i C Uk+i is compact. Hence (Problem 1-22) we can 
find a compact set D* +1 such that 

C interior D k+ i and D k+ i C Uk+\. 

Having constructed the sets Di, . . . f D ni let be a non¬ 
negative C* function which is positive on Di and 0 outside of 
some closed set contained in Ui (Problem 2-26). Since 
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[D u . . . ,D n | covers A, we have \h(x) + • • • + 屮 n (a:) > 0 
for all x in some open set U containing A. On U we can define 




__ 

h ⑷ + • • • + 


If/: U —► [0,1] is a C* function which is 1 on -A and 0 outside 
of some closed set in U } then 中 =! / * . . . ，/- ^ n | is the 

desired partition of unity. 

Case 2. A = Aj A 2 ^ A 3 * * * , where each Ai is 
compact and Ai C interior At + i. 

For each i let Oi consist of all U C\ (interior A^i — A 2 *_ 2 ) 
for U in 0. Then Oi is an open cover of the compact set 
Bi = Ai — interior Ai-\. By case 1 there is a partition of unity 
中 i for B it subordinate to 0：. For each x ^ A the sum 

咖） =^ P ⑷ 

v G all i 


is a finite sum in some open set containing x, since if x G Ai we 
have (p(x) = 0 for p G 中 ； with i > 1 + 2. For each <p in 
each define (p f (x) = tp(x)/<r(x). The collection of all <p f is 
the desired partition of unity. 

Case 3. A is open. 

Let Ai = 

{x G |x| < t and distance from x to boundary A > l/i) f 


and apply case 2. 

Case 4. A is arbitrary. 

Let B be the union of all U in 0. By case 3 there is a par¬ 
tition of unity for B; this is also a partition of unity for A. | 


An important consequence of condition (2) of the theorem 
should be noted. Let C C. A be compact. For each x ^ C 
there is an open set V x containing x such that only finitely 
many p G 中 are not 0 on V x . Since C is compact, finitely 
many such V x cover C. Thus only finitely many 必 G 伞 are 
not 0 on C. 

One important application of partitions of unity will illus¬ 
trate their main role — piecing together results obtained locally. 
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An open cover 0 of an open set A C R n is admissible if 
each U E 0 is contained in 儿 If 少 is subordinate to 0, 
/: A 一 R is bounded in some open set around each point of A t 
and {x: / is discontinuous at x\ has measure 0， then each 
j A <p - 1/| exists. We define/ to be integrable (in the extended 
sense) if ^ - 1/| converges (the proof of Theorem 3-11 

shows that the e’s may be arranged in a sequence). This 
implies convergence of <p ' f\ t and hence absolute con¬ 
vergence of a 沪 ./，which we define to be j a/- These 

definitions do not depend on 0 or ^ (but see Problem 3-38). 

3^12 Theorem. 

(1) If ^ is another partition of unity t subordinate to an admis¬ 
sible cover 0 f of A, then ^ * |/| a ^° converges f and 

2 / 史./ = 2 / ★•, 

，色中 x fG't A 

(2) If A and f are bounded^ then f is integrable in the extended 
sense. 

(3) If A is Jordan^neasurable and f is bounded, then this defini¬ 
tion of Jx/ agrees with the old one. 

Proof 

(1) Since ^ •/ = 0 except on some compact set (7, and there 


are only finitely many 少 which are non-zero on C t we can 



This result, applied to |/|, shows the convergence of S r e<i> 
★• 史 • |/|，and hence of ★• 史•外 

This absolute convergence justifies interchanging the order 
of summation in the above equation; the resulting double 
sum clearly equals A ^ •/. Finally, this result 

applied to |/| proves convergence of ^ - )/|. 
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(2) If A is contained in the closed rectangle B and |/(x)| < M 
for x G A, and F C ^ is finite, then 



< Mv(B) f 


since <p < 1 on A. 

(3) If e > 0 there is (Problem 3-22) a compact Jordan-meas¬ 
urable C C. A such that Ja— cl < There are only 
finitely many 沪 G 牵 which are non-zero on C. If F C ^ 
is any finite collection which includes these, and Jx/ has 
its old meaning, then 


- 2 /v,l< /1/- y <p-f 

A A vGF 

叫 (u 


M J 


2 <p<M I 1 < Me, 

沪泛 o — P ^ — C 


Problems. 3-37. (a) Suppose that /: (0,1)-+ R is a non-negative 

continuous function. Show that /(o,i)/ exists if and only if 

lim Jg~ E / exists. 

€-*0 

(b) Let An *(1- 1/2", 1 — l/2 n+1 ). Suppose that/: (0,1)^ R 

satisfies JaJ = ( - l) u /n and }{x) = 0 for x g any A n . Show that 

J( 0 ,i)/does not exist, but lim J( 6 .i-e) / *= log 2. 

€-•0 

3-38. Let An be a closed set contained in (n, n + 1). Suppose that 
/: H-f R satisfies f A J = (-l) n /n and / - 0 for x € any A n . 
Find two partitions of unity 中 and 'if such that fp •/ and 

^ ./converge absolutely to different values. 


CHANGE OF VARIABLE 


If g ： [a,6] — ♦ R is continuously differentiable and /: R — R 
is continuous, then, as is well known, 
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The proof is very simple: if F r = /, then (F o g) f = (f 。 g) • g’; 
thus the left side is F(g(b)) - F(g(a)) f while the right side is 
F o g(b) — F o g(a) — F(g(b)) — F(g(a)). 

We leave it to the reader to show that if p is 1-1, then the 
above formula can be written 

f f : f S°Q' W\- 

3((a.&)) («,6) 

(Consider separately the cases where g is increasing and where 
g is decreasing.) The generalization of this formula to higher 
dimensions is by no means so trivial. 


3*13 Theorem, Let A (Z be an open set and g: A —> R n 
a 1-1 ， continuously differentiable function such that del g f (x) 
9 ^ 0 for all x ^ A. If f : g(A) —> R is integrable, then 


f 


(/° ^)|det g f \. 


g{A) 


Proof. We begin with some important reductions. 


1. Suppose there is an admissible cover 0 for A such that 
for each U ^ 0 and any integrable / we have 


I 卜 

g(U) 


J (f° ^)|det g f \. 


Then the theorem is true for all of A. (Since g is auto¬ 
matically 1-1 in an open set around each point, it is not sur¬ 
prising that this is the only part of the proof using the fact 
that g is 1-1 on all of A.) 

Proof of ⑴. The collection of all g(U) is an open cover of 
Let 金 be a partition of unity subordinate to this cover. 
If 妒 = 0 outside of g(U), then, since g is 1-1, we have (^ */) 0 ^ 
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0 outside of U. Therefore the equation 

f 於 •/=* f [( 於 •/) 。 分 】 |det 〆!• 


can be written 


Hence 


9(U) 


<p f=[ [( 史 ./) 0 ff 】 |det〆!. 


g(A) 


f f ^ ^ j ^ ^ / [( 史 •/) 。 

0 ( A ) 妒 G 中 n(^) 妒 G 中』 

=^ / ( 口。 ff)(/i)l det 〆! 

<P^<P A 

= / (/<>^)|det 

M 

Remark. The theorem also follows from the assumption 
that 

// =» / (/<»ff)|det 

V o-hv) 

for V in some admissible cover of g(A). This follows from (1) 
applied to 厂 1 . 


2. It suffices to prove the theorem for the function / = 1. 
Proof of (2). If the theorem holds for / = 1， it holds for 
constant functions. Let V be a rectangle in 殳 (A) and 尸 a par¬ 
tition of V. For each subrectangle S of P let fs be the con¬ 
stant function Then 

mP) = T msW • v(S) f fs 

S & ini S 

=^ f (fs° ff)|det 9 f f (/ 。 ff'l 

S ff-*(int S) S rKint 5) 

< / (/<>ff)|det ^|. 

Since JV/ is the least upper bound of all L(f t P) t this proves 
that fvf < 分 )|det g’|. A similar argument, letting 

fs = Ms(f), shows that fvf > JVkv 〆/ 。 分 )|det 〆!• The 
result now follows from the above Remark. 
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3. If the theorem is true for A — ♦ R n and for h : B — R n ， 
where g(A) C B, then it is true for A 。众： 4 — R' 


Proof of (3). 

f f = j f = f (/<>A)|det 

* • g(A) h(g(A)) g(A) 

=j l(f°h) og] • [|det h r \ o g] - |det g f \ 
=//° (A®?)|det (“W|. 


4. The theorem is true if ^ is a linear transformation. 

Proof of U). By (1) and (2) it suffices to show for any open 
rectangle U that 



This is Problem 3-35. 


Observations (3) and (4) together show that we may assume 
for any particular a ^ A that g f (a) is the identity matrix: in 
fact, if T is the linear transformation Dg(a) i then (T~ l o 分 ) ’(a) 
= /； since the theorem is true for T t if it is true for T 一 1 。 g it 
will be true for g. 

We are now prepared to give the proof, which preceeds by 
induction on n. The remarks before the statement of the 
theorem, together with (1) and (2), prove the case n = L 
Assuming the theorem in dimension n — 1, we prove it in 
dimension n. For each o £ A we need only find an open set 
with a G t/ C -4 for which the theorem is true. Moreover 
we may assume that /(o) = I. 

Define A: A^R n by h(x) = (g l (z) f . . . t g n ^ l (x) f x n ). 
Then h’(a) = I. Hence in some open U f with a E ： U' C A t 
the function h is 1-1 and det h\x) ^ 0. We can thus 
define k: h(U f ) R n by k(x) « (x 1 , . . . ，一 1 /^ 1 ^)) 
and g = k o h. We have thus expressed g as the composition 
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of two maps, each of which changes fewer than n coordinates 
(Figure 3-3). 

We must attend to a few details to ensure that A: is a function 
of the proper sort. Since 

(g n o hKMa)) = (g n Y(a) - [Y ⑷广 1 = W ⑷， 

we have D n (g n o h^ l )(k(a)) - D n g n (a) = 1, so that k f (h(a)) 
=/. Thus in some open set V with h(a) E: V C. h(U l ) } the 
function k is 1-1 and det k\x) 〆 0. Letting U == 
we now have g = k o k r where h\ U ^* R n and k\ V — > R 
and h(U) C V. By (3) it suffices to prove the theorem for h 
and k. We give the proof for h; the proof for k is similar 
and easier. 

Let W C U be & rectangle of the form D X la nf b n ] t where 

is a rectangle in R n— By Fubini’s theorem 

I 1 = I ( I 1 dx 1 … dx n ~ l ) dx n , 

h(W) lOn,6nl k(DX[x n )) 

Let h x -: D-^R n ^ 1 be defined by Kx 1 , . • . t x n ~ l )= 
w, •••〆”) ， ... f g n ^ l (x\ . . . ,x n )). Then each A/ 
is clearly 1-1 and 

det (h x ^Y(x\ ...〆『】）=det W,0. 


1 dx 


dx 1 


Moreover 

j l dx 1 * - - dx n ~ x = J 

h(Dx[x*)) ** m (/>) 

Applying the theorem in the case n — l therefore gives 
= j ^ j \ dx x - • ' dx n ~^ dx n 

(an«6n] hx n (,D) 

s f (J \det(h x nY(x\ . . . ,x n ~ l )\dx^ - - dx n ^ 1 ) dx f 

[an 9 6n} D 

: 丨 （J IdetA^x 1 , . . . ’xOldx 1 … dx n 

[an»bit] D 

= j jdet/i , |. I 


h(W) 


The condition det g f (x) ^ 0 may be eliminated from the 
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hypotheses of Theorem 3-13 by using the following theorem, 
which often plays an unexpected role. 

J-I4. Theorem (Sard’s Theorem). Let g: A —► R n be con- 
tinuously differentiable t where A C.R n is open, and let B ^ 
[x G A: det g\x) =« 0}. Then g(B) has measure 0. 

Proof. Let U C. A be & closed rectangle such that all sides 
of U have length l, say. Let 6 > 0. If AT is sufficiently large 
and U is divided into N n rectangles, with sides of length l/N f 
then for each of these rectangles 5, if x G we have 

一 x) — g(y) - g(x)\ < e|x - y| < 6 Vn (l/N) 

for all y G If S intersects B we can choose x G S r\ B; 
since det g f {x) = 0, the set {Dg(x)(y — x): y G <S| lies in an 
(n — 1)-dimensional subspace V of R n . Therefore the set 
{ff(l/) ~ 〆:)：y G lies within 6 Vn (l/N) of V, so that 
\g(y )： y G <S| lies within 6 y/~n (l/N) of the (n — l)-plane 
V + g(z). On the other hand, by Lemma 2-10 there is a 
number M such that 

Iff ⑻一 ff(y)| < M\x - y\ < M Vn (l/N). 

Thus, if S intersects B, the set y G 汉 I is contained in 

a cylinder whose height is <2e y/n (l/N) and whose base is an 
(n — l)-dimensional sphere of radius <M \/n {l/N). This 
cylinder has volume <C{l/N) n E for some constant C. There 
are at most N n such rectangles S t so g(V B) lies in a set of 
volume <C(l/N、 n • & • N n = CP • 6. Since ibis is true for 
all 6 > 0, the set g(V B) has measure 0. Since (Problem 
3-13) we can cover all of A with a sequence of such rectangles 
U, the desired result follows from Theorem 3-4. | 

Theorem 3-14 is actually only the easy part of Sard’s 
Theorem. The statement and proof of the deeper result will 
be found in [17], page 47. 


Problems. 3-39. Use Theorem 3-14 to prove Theorem 3-13 without 
the assumption det g\x) ^ 0. 
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r{x,y) * \A 2 + V 2 , 

i arctan y/x 
jr + arc tan y/x 
2 , + arctan y/x 

t/2 

3t/2 


(Here arctan denotes the inverse of the function tan : ( 一 t/2 ， t/2> 
— ► R.) Find P’(x’y). The function P is called the polar coor¬ 
dinate system on A. 

(c) Let C C ^ be the region between the circles of radii ri and 
n and the half-lines through 0 which make angles of 61 and 82 with 
the x-axis. If h: C~* R is integrable and h(x,y) ■ 
show that 

Tl #2 

f ^ ~ J f 1(r,6)d 矽 dr. 

C n ii 

If B r — \(x t y): x 2 4- v 2 < r 2 ), show that 

r 2ir 

h = / f rg(r, 0 )d 0 dr. 


II 


(d) If C r ■ ( —r,r] X [ —r t r\, show that 

f r(* 2+y2) dxdy - r(l 一 e— r2 ) 


and 


r 

e -(* 2 +y 2 ) dx dy e ~ x2 dx^ 


(e) Prove that 


Integration 

3-40. If g ： R" — R n and det g\x) ^ 0, prove that in some open set 
containing x we can write g = T o g n o ^ • o g lt where gi ifi of 

the form gi {x) = (x l , . . . ,fi(x), . . . } x n ), and r is a linear 
transformation. Show that we can write g ^ g n ° 0 91 ^ 
and only if g\x) is a diagonal matrix. 

3-41. Define /: |r: r > 0} X (0,2 ，） — R 2 by f(r f 0) - (r cos B, r sin 0). 

(a) Show that / is 1-1, compute and show that 

detf f (r,0) 9 ^ 0 for all (r,0). Show that /({r: r > 0} X (0,2，)）is 
the set A of Problem 2-23. 

(b) If F =* show that P(x,y) = (r(x,y),e{x,y)) t where 



lim 


dxdy * lim / e~^^dxdy 
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“A mathematician is one to whom that is as obvious as that twice 
two makes four is to you. Liouville was a mathematician.” 

— Lord Kelvin 
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ALGEBRAIC PRELIMI1SARIES 

If F is a vector space (over R), we will denote the k-io\d 
product F X • * * X F by V k . A function T: V k K is 
called multilinear if for each i with 1 < i < we have 

T(v\, . . . + v/j . . . y v k ) — T(v\, . . . t V{, . . . t v k ) 

* + * - - t^i . )^k)t 

T(v\， ， • • t av{ t . . . r Vk) = aT(vi t . . . ,!；,*, . . . f v k ). 

A multilinear function T: V k R is called a ^-tensor on V 

and the set of all fc-tensors, denoted 3*(F), becomes a vector 
space (over R) if for S y T G 3 fc (F) and a G R we define 

OS + T)(v u . . . f v k ) = S{v 1} . . . f v k ) + ^i f . • . t v k ) t 

{aS)(v u . . . ,v k ) = a - S(v u . . . } v k ). 

There is also an operation connecting the various spaces 3 fc (F). 
If *S G 3*(F) and T G 3 ^(F), we define the tensor product 
S Te 3 ⑷ (F) by 

(g) T(v u . . . t v ki v k ^. u . . . ,y fc+z ) 

= S(v lf . . . t v k ) - T(v k ^. u . . . yV k ^i). 
75 
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Note that the order of the factors S and T is crucial here since 
S T and 7 1 ® S are far from equal. The following prop¬ 
erties of ® are left as easy exercises for the reader. 

(Si + S 2 ) ® T = Si ^ T + S 2 ^ T } 

S ^ (Ti + T 2 ) = S (Sf Tx + S ^ T 2i 

(aS) T = S {aT) = a(,S (g» T) t 
(5 ® 7 1 ) ® C/ = 5 0 (7 1 ® [/). 

Both (S ^ T) ^ U and S ^ (T ^ U) are usually denoted 
simply S ® 7 1 0 C /； higher-order products T\ ® ... ® T r 
are defined similarly. 

The reader has probably already noticed that 3*(F) is just 
the dual space V*. The operation 公 allows us to express the 
other vector spaces 3 fc (F) in terms of ^ l (V). 

4-1 Theorem. Let Vj, . . . f v n be a basts for V f and let 
<Pu •,. ，屮 n be the dual basis, — Then the set of all 

k-fold tensor products 

® ® <Pi k 1 < ii, . . . jik < w 

is a basis for 3 fc (F), which therefore has dimension n k . 

Proof. Note that 

料 ® 0 

=Kjx • • . • • 各 ik,h 

= I 1 if jl = n, . . - f jk = iky 
\ 0 otherwise. 

If u?i, . . . t Wk are k vectors with Wi = 27 - 1 °*'^ and T is in 
3 fe (F), then 

n 

T{Wi t . . . ,U?fc) = ^ a l，u . • • . . 

ii . ik = i 

n 

=^ T(v ilt . . . ,v ik ) •外 ® ® <Pi k (rvi f ... ，切 k). 

t>.»k*» l 

Thus T = 2?,. i k ^\T{v ix1 . . . t v ik ) • <pi t ® 、 •• 公中 i k . 

Consequently the ® ® <Pi k span 3 fc (F). 
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Suppose now that there are numbers a,-,. lfc such that 



a%, . i k • 公 … 


® <^>4 == 0 . 


Applying both sides of this equation to (vj tJ . . . ， Vj k ) yields 

a jt . ik = 0. Thus the ® ® <Pi k are linearly 

independent. | 


One important construction, familiar for the case of dual 
spaces, can also be made for tensors. If f: F —♦ TT is a linear 
transformation, a linear transformation /*: 3*(TT) —► 3*(7) 
is defined by 

f*T(v lf . . . .Vk) = T(f(vO, . . • J(v k )) 

for T G 3*(TF) and v i} . . . } v k G V. It is easy to verify 
that/*(S ® 7 1 ) = ®f*T. 

The reader is already familiar with certain tensors, aside 
from members of V*. The first example is the inner product 
〈,〉 G 3 2 (R n ). On the grounds that any good mathematical 
commodity is worth generalizing, we define an inner product 
on V to be a 2-tensor T such that T is symmetric, that is 
T(v f w) = T(w f v) for v f w G V and such that T is positive- 
definite, that is, T(v y v) > 0 if v 〆 0. We distinguish 〈,〉 as 
the usual inner product on R n . The following theorem 
shows that our generalization is not too general. 

4-2 Theorem. If T is an inner product on V, there is a 
basis Vi, . . . y v n for V such that T(v{ y Vj) = 5»y. (Such a 
basis is called orthonormal with respect to T.) Consequently 
there is an isomorphism f: R n —> V such that' T(f(x)J(y ))= 
(x t y) for x y y G R n . In other words f*T =(,). 

Proof. Let W\, . . . } w n be any basis for V. Define 


W\ = 

W2 = 

=UJj, 

=w 2 - 

T(wi\w 2 ), 
7X«) Wl ， 


/ 


T(WlyW Z ), 

T(w 2 \w z ), 

Wz = 

= 切 3 ， 

7W〆 ） ' 

T(tv 2 \w 2 f ) W2t 


etc. 
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It is easy to check that T(tvi f w/) — 0 if i 9 ^ j and w/ 〆 0 so 
that T(wi,W{) > 0. Now define Vi = Wi/\/ T(w{ } Wi). The 
isomorphism / may be defined by /(e») — v». | 

Despite its importance, the inner product plays a far lesser 
role than another familiar, seemingly ubiquitous function, 
the tensor det G 3 n (R n ). In attempting to generalize this 
function, we recall that interchanging two rows of a matrix 
changes the sign of its determinant. This suggests the fol¬ 
lowing definition. A fc-tensorw G 3*( V) is called alternating 
if 

. . . f Vi t . . . f Vj t . . . 

~ . . . fVi y . . . t^k) 

for all vi } . . . 7 Vk G V. 

(In this equation v, and Vj are interchanged and all other v^s 
are left fixed.) The set of all alternating fc-tensors is clearly 
a subspace A*(F) of 3*(F). Since it requires considerable 
work to produce the determinant, it is not surprising that 
alternating ^-tensors are difficult to write down. There is, 
however, a uniform way of expressing all of them. Recall 
that the sign of a permutation cr, denoted sgn <r，is +1 if <r is 
even and -1 if (r is odd. If T G 3*(F), we define A\t(T) by 

Alt(!T)(Vi ， • • • ，作 ） =^ sgn a. T(v r(1)t . . . t v c{k) ) } 

where is the set of all permutations of the numbers 1 to k. 
4^3 Theorem 

(1) IfTE 3*(F), then AU(T) G A*(F). 

(2) // w G A fc (F), then Alt(o)) = w. 

(3) If T E 3*(7 )，then Alt(Alt(T)) = Alt(T). 

Proof 

(1) Let (i } j) be the permutation that interchanges i and j and 
leaves all other numbers fixed. If (7 G S kr let a = 
<r * (i,j) • Then 
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Alt(T ， )(yjj • • • • • ♦ i^k) 


~ sgn a T(v r ^\) } . . . }V r (j), • . . • - • >^<r(fc>) 


es, 


k\ 


sgn <t 7X?V(i)，• • • ，衫 〆 （*)，.. . 


es„ 


Q ^ — sgn ex'• r(iv ⑴， ... ， v(*)) 


t r esk 


=-Alt(T)(yi, . . . yVk). 

(2) If w G A*(F), and a = (ij) f then w(〜 （1) ,..:，〜(*)) = 
sgn a • o)(v\, . . . ,v*). Since every a is a product of per¬ 
mutations of the form (ij) f this equation holds of all a. 
Therefore 


AIt(oj)(yi, . . . ,v k ) = ^ sgn a • w(〜 ⑴， ■ . . t v 9{k) ) 

cGSk 

=^ Sgn or • sgn a • co(vi, . . . t v k ) 

c£Sk 

=. . . ,v k ). 

(3) follows immediately from (1) and (2). | 

To determine the dimensions of \ k (V) t we would like a 
theorem analogous to Theorem 4-1. Of course, if w G A fc (K) 
and i\ G A f (F), then co r ； is usually not in \ k ^ l (V). We 
will therefore define a new product, the wedge product 
CO 八 ” e A k+l (V) by ~ 


w A i?= 


(k + l)\ 

~ k\ l\ 


Alt(co 0 x}). 


(The reason for the strange coefficient will appear later.) The 
following properties of A are left as an exercise for the reader: 


(wi + co 2 ) A J7 = 0)1 A -}- w 2 A 
w A (»；i + 172 ) = w A + w A V2 } 
ao) A t; = a) A ar ； = a(w A rj), 
a ) 八？ ； = (一 1 产”八 w , 

/•(a) A ”）= /*(w) A f*( v ). 
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The equation (w A ? 7 ) A 0 = w A (?7 A 0) is true but 
requires more work. 


4-4 Theorem 

(1) IfS G 3 fc (V) and T G 3 l (F) and Alt(S) = 0, then 


Alt(S ® !T) = AU(T ® 5) = 0. 


( 2 ) 

(3) 


Alt(Alt(o) ® i?) ® ^) = Alt(o) ® i? ® 0) 

= Alt(u> 0 Altiv ® e)). 


J/co G \ k (V) t rt G \ l (V) t and e G A m (V), then 
(w A 1?) A ^ = W A (i? A 5) 


(k l m)\ 
~ kUU^\ 


Alt(oj ® ij ® 0). 


Proof 


( 1 ) 


(k + 0! AU(S ® T)(v u . . . ,h+i) 

=^ sgn ex * <S(tV(i)，•..，〜(*))_ T(v s (k-\-\)i • » • ， *M*+0). 

9 € Sk 4-1 

If (? C consists of all <r which leave A: + 1, . •. ， 
k + l fixed, then 


y sgn <r • <S(v r (i>,...，〜(*)). T(v 9 (k^i) f • • • ， *V(fc+i>) 
crG<? 

=f y sgn〆• S(iv ⑴， • • . T{Vk^.i ,... ’ 以 +i) 

ve5* 

= 0 . 

Suppose now that a 。 这 G. Let G ' <j^ — {<r.a ■。： <r G\ 

and let tv 0 (i>, • . . Ao(*+i) ^ w u • • - i w k+i- Then 




sgn a 0 • 


.*S (〜⑴， • • • ) v v(k)) T(v 9 (kJf-i)) • • • 

' sgn (T f - S(w 9 >(i )t . . . 

： G % 

• TiwkJfi, . . • f ^k+i) 


= 0. 
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Notice that G C\G ' (xo = 0. In fact, if o* G G 。 • o*o, 
then a - ar f ' ao for some 〆 G G and cr 0 = cr • (o *’) - 1 6 (?， 
a contradiction. We can then continue in this way, 
breaking Sk-^i up into disjoint subsets; the sum over each 
subset is 0, so that the sum over Sk^i is 0. The relation 
Alt(T ® S) = 0 is proved similarly. 

(2) We have 

Alt(Alt(” ® 0 ) - 77 (g> 0 ) = Alt (77 ® 0 ) — AlUrj 0 0 ) = 0. 

Hence by (1) we have 

0 = Alt(o> (g> [Alt (” ® 0) - I ； (g) 0]) 

=A!t(o> (g) AR (” 0 $)) - Alt(w (g) ® 0 ). 

The other equality is proved similarly. 


(3) (w 八”）八沒 


(A: + 丨 + m)! 4 , 

Alt((w A ”)㈣ 

- ( … 切 )! Alt(o, ㈣㈣, 


(k. 4 - /'ll i-l /I 


The other equality is proved similarly. | 


Naturally o) A (v A B) and (w A 77) A 0 are both denoted 
simply u A rj A 6 f and higher-order products A . . • A 
are defined similarly. If ^i, . . . ,v n is a basis for V and 
Pi，• • • t (p n is the dual basis, a basis for A*(y) can now be 
constructed quite easily. 


4~5 Theorem. The set of all 

^»i A • • • A (pi k 1 < ii < i 2 < ... < ik < n 
is a basis for A fc (F), which therefore has dimension 



n\ 

kl(n — k)l 


Proof. If w £ A fc (F) C 3 fc (F), then we can write 
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Thus 

w = Alt(w) = 2 ail ， …. *-* Alt (P“ ® ® 以 *). 

Since each Alt (外 ® ® ^>i k ) is a constant times one of the 

^ tl A ■ * * A <Pi k1 these elements span A fc (7). Linear inde¬ 
pendence is proved as in Theorem 4-1 (cf. Problem 4-1 ) •歷 

If V has dimension n, it follows from Theorem 4-5 that 
A n (F) has dimension 1. Thus all alternating n-tensors on V 
are multiples of any non-zero one. Since the determinant is 
an example of such a member of A n (R n ), it is not surprising 
to find it in the following theorem. 

4-6 Theorem. Let v u . . . f v n be a basis for 7, and let 
O) G A n (7). If Wi - are n vectors in V y then 

o)(w\ } . . . t Wn) = det(a,y) - w(vi，• • . ， r n ). 

Proof, Define rj G 3 n (R n ) by 

• ， a ln)，■ • • ， ( a nl，• • • ， a nn)) 

= toi^jCLijVjf • ♦ • • 

Clearly rj E A n (R n ) so ” = 入 .det for some X G R and 入 = 
” (6i, ...〆„) = «(^1, • • • 屮 n). ■ 

Theorem 4-6 shows that a non-zero w G A n (F) splits the 
bases of V into two disjoint groups, those with . . . } v n ) 
>0 and those for which • ， y») < 0; if ri, . . . ,v n 

and u?i, . . . t w n are two bases and A = (fl^) is defined by 
wi = 2a,yr y , then v u . . . y v n and wi f . . . ,w n are in the 
same group if and only if det A > 0. This criterion is inde¬ 
pendent of co and can always be used to divide the bases of V 
into two disjoint groups. Either of these two groups is 
called an orientation for V. The orientation to which a 
basis . . . t v n belongs is denoted [v u . . . ,v n ] and the 
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other orientation is denoted — f^i, . . . t v n ]. In R n we define 
the usual orientation as [6j, . . . ,6 n J. 

The fact that dim A n (R n ) = 1 is probably not new to you, 
since det is often defined as the unique element w G A n (R n ) 
such that co(ei, . . . ,e n ) = 1. For a general vector space V 
there is no extra criterion of this sort to distinguish a particular 
w G A n (F). Suppose, however, that an inner product T for 
V is given. If t ； i, . . . ,v n and w\ } . . . ,w n are two bases 
which are orthonormal with respect to T } and the matrix 
A = (aij) is defined by Wi = then 

n 

= T(w iy Wj) = ^ a ik ajiT(Vk f vi) 

n 

=^ dikdjk- 

In other words, if A T denotes the transpose of the matrix A, 
then we have A - A T = I, so det A = ±1. It follows from 
Theorem 4-6 that if w G A n (F) satisfies w(ui, . . . ,y n ) = ± 1, 
then o)(wi y . . . ,w n ) = ±1. If an orientation m for V has 
also been given, it follows that there is a unique w G A n (F) 
such that o)(vi f . , . t v n ) — 1 whenever t ； i, . . . t v n is an 
orthonormal basis such that [v u . . . } v n ] = n. This unique 
w is called the volume element of V } determined by the 
inner product T and orientation m. Note that det is the 
volume element of R n determined by the usual inner product 
and usual orientation, and that (det^i, . . . ,v n )\ is the vol¬ 
ume of the parallelepiped spanned by the line segments from 
0 to each of t^i, . . . ,y n . 

We conclude this section with a construction which we will 
restrict to R n . If Vi t . . . ,v n ~i G R n and tp is defined by 


(p(w) = det 





84 


Ccdculus on Manifolds 


then (p G A^R ^； therefore there is a unique 2 G R n such that 



This z is denoted X • • . X y n _i and called the cross 
product of v h . . . ,v n — 1 . The following properties are 
immediate from the definition: 


v 9ii) X • • • X Vr(n-i) * sgn • n X * * * X v n -1 ， 

Vi X • • * X at；, X * * * X = a . ⑷ X • . • X r n -i), 

t；i X * * * X (v» 4 - Vi) X • • • X v n ^i 

=Vi X • ， • X 叫 X • • • X Vn-l 
+ X • ♦ • X Vi X ... X Vn — 1. 


It is uncommon in mathematics to have a ‘‘product’，that 
depends on more than two factors. In the case of two vectors 
V) w G R 3 , we obtain a more conventional looking product, 
v X G R 3 . For this reason it is sometimes maintained 
that the cross product can be defined only in R 3 . 


Problems. 4-1.* Let be the usual basis of R n and let 

妒 1 , . * • ，妒 n be the dual basis. 

(a) Show that A • • • A ip% k («< l# . . . ,^i k ) * 1 . What 
would the right side be if the factor (A -f ⑴ / 灸⑴ did not appear in 


the definition of A? 

(b) Show that ^ 八 • •. 八 料 ㈣ ， • • • ，办 ） is the determinant 



obtained by selecting columns 


喜1， • • . 

4.2. If /： 7 — V is a linear transformation and dim V ^ n, then 
/*: A n (V) —» A n (V) must be multiplication by some constant c. 
Show that c — det /. 
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4 - 3 . If w ^ A n (V) is the volume element determined by T and ^ and 
t£>i, . . . ,w n G V f show that 

1 «(W 1 ，• • • ,w n )| « V det ( 叫)， 

where gij •=* T(wi,w^). Hint: If vi, . . . ,v n is an orthonormal 
basis and Wi *=* S"-i show that **» Sj-i at&a^；. 

4-4. If w is the volume element of V determined by T and m, and 
/: R" — r is an isomorphism such that f*T ^ (,) and such that 
[/(fii)» • • - »/(««)! =■ m» show that f*u — det. 

4-5. If c: [ 0 , 1 ! 一 (R n ) n is continuous and each (c l (0, ■ • . ,c n ⑴） is 

a basis for R n , show that [cHO), . . . ,c n ( 0 )I (c^l).c n (l)]. 

Hint ： Consider det 。 c, 

4-6. (a) If t; E R s , what is t; X ? 

(b) If v\ t . . . ,v n ^i G R n are linearly independent^ show 
that [t ； i, . . . X • • • X i; n -il is the usual orientation of 

R n . 

4-7. Show that every non-zero u G A n (V) is the volume element 
determined by some inner product T and orientation ^ for V. 

4-8. If w G A n (V) is a volume element, define a “cross product” 

X • * • X v n -i in terms of «. 

4-9.* Deduce the following properties of the cross product in R 3 : 

(a) ei X ei =* 0 X ci = 一 o eg X «i *=■ 

ei X ei - ea cj X cj *=> 0 C 3 X e 2 « —e\ 

X «s ** ~ei cj X €3 *=* ei «3 X C 3 *=* 0. 

(b) t> X w = (v*w s — v 8 wj 2 )ei 

+ — 

+ {v l w 2 — v 9 w l )ei. 

(c) |v X w| - \v\ - |u>| - |sin e\ t where 9 = jH(v,w). 

{v X w t v) - (v X w f w) - 0. 

(d) {v, w X t) (w, z X v) ^ (z t v X w) 
v X {w X t) *= (v,z)w — (v,w)z 

(t» X w) X z *=* {v,z)w — (w,z)v. 

(e) |v X w| = \/ (v,v) - («>,«;> — (v,w) z . 

4-10. If wi, • . . G R n , show that 

|u>i X . * • X w? n _i| *= y /det (gi/), 

where *=* <«?,•,«?,•>. Hint: Apply Problem 4-3 to a certain 
(n — l)-dimensionaI subspace of R n . 

4-11. If T is an inner product on V, a linear transformation f: V -* V 
is called self-adjoint (with respect to T) if T(x,f(y)) — T(f(x),y) 
for x f y G V. If t ； i, . . . ,v n is an orthonormal basis and A — (a,；) 
is the matrix of / with respect to this basis, show that a ,； « a,,-. 

4-12. If f t . /„-i ： R m R n , define fi X … X/« 一 i: R m -^ R n 

by /1 X ... X /n-t(p) *=*/i(p) X . • • X/»-i(p). Use Prob¬ 
lem 2-14 to derive a formula for D{fi X • ■ • X/» - 1 ) when /i, 
• • • ，/ »-i are differentiable. 



86 


Calculus on Manifolds 


FIELDS AND FORMS 

If p G R n , the set of all pairs (p,y), for v £ R n , is denoted 
R n p ， and called the tangent space of R n at p. This set is 
made into a vector space in the most obvious way, by defining 

(pyv) + (p t w) = (p, y + w), 
a • (p f v) = (p t av). 

A vector v G R n is often pictured as an arrow from 0 to y; the 
vector (p t v) G R n p may be pictured (Figure 4-1) as an arrow 
with the same direction and length, but with initial point p. 
This arrow goes from p to the point p + v t and we therefore 



FIGURE 4-1 
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define p + i; to be the end point of (p,v). We will usually 
write (p } v) as v p (read: the vector v at p). 

The vector space R n p is so closely allied to R n that many 
of the structures on R n have analogues on R n p . In particular 
the usual inner product (,) p for R n p is defined by (v pj w p ) p = 
(v,w), and the usual orientation for R n p is [(ei) p , . . . ,(^n)p]* 

Any operation which is possible in a vector space may be 
performed in each R n p , and most of this section is merely an 
elaboration of this theme. About the simplest operation in a 
vector space is the selection of a vector from it. If such a 
selection is made in each R n p> we obtain a vector field (Figure 
4-2). To be precise, a vector field is a function F such that 
F(p) E R n P for each p £ R n . For each p there are numbers 
F l (p) } . . . ,F n (p) such that 

F(p) = F\p) - (e l ) p + . • • + F n (p) . (e n ) p . 

We thus obtain n component functions F 1 : R n —> R. The 
vector field F is called continuous, differentiable, etc., if the 
functions F x are. Similar definitions can be made for a vector 
field defined only on an open subset of R n . Operations on 
vectors yield operations on vector fields when applied at each 
point separately. For example, if F and G are vector fields 



FIGURE 4-2 
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and / is a function, we define 


(F + (?)(p) =.F(p)+G(p), 

(FfiXp) = (F(p)fi(p)) t 
(f-F)(p) « f(p)F(p). 

If F\ t . . . ,F n _i are vector fields on R n , then we can simi¬ 
larly define 

l X ••- XF n _i)(p) = F i(p) X • • ♦ X F n _i(p). 


Certain other definitions are standard and useful. We define 
the divergence ， divF of F, as If we introduce 

the formal symbolism 


V = ^ Z>» • e„ 

» = i 

we can write, symbolically, divF = (V,F). If n = 3 we 
write, in conformity with this symbolism, 

(▽X F)(p) - (2> 2 F 3 - 2>3F 2 )(ei) p 

+ (D,F l - Z>iF 8 )(e 2 ) p 

+ (DiF 2 - D 2 F l )(e 3 ) p . 

The vector field ▽ X f 1 is called curl F. The names “diverg- 
ence” and “curl” are derived from physical considerations 
which are explained at the end of this book. 

Many similar considerations may be applied to a function 
o) with «(p) G A*(R n p ); such a function is called a fc-form on 
R n , or simply a differential form. If ^i(p), . . . t (fi n (p) 
is the dual basis to (ei) p , . . . ,(c n ) p , then 

w(p) = ^ . u(p) - Wiiip) A • • • A (fiikip)] 

»、<■•• <u 

for certain functions w, lt ... (ljk ; the form o> is called continuous, 
differentiable, etc., if these functions are. We shall usually 
assume tacitly that forms and vector fields are differentiable, 
and “differentiable” will henceforth mean tt CT )> \ this is a 
simplifying assumption that eliminates the need for counting 
how many times a function is differentiated in a proof. The 
sum o) + product / • w, and wedge product o> A rj are defined 
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in the obvious way. A function / is considered to be a 0-form 

and /• w is also written / Aw. 

If/: R n — R is differentiable, then Df(p) G By a 

minor modification we therefore obtain a 1-form df } defined by 


df(p)(v P ) - Df(p)(v). 

Let us consider in particular the 1-forms rfir'. It is customary 
to let denote the function (On R 8 we often denote 
x l t x 2 , and x 8 by x, y } and z.) This standard notation has 
obvious disadvantages but it allows many classical results 
to be expressed by formulas of equally classical appearance. 
Since dx\p)(v p ) = dw^p)^) = Dt\p)(v) = v 4 , we see that 
dx l (p) f , . . ,dx n (p) is just the dual basis to (ei) p , . . . ， (Op. 
Thus every 左 -form w can be written 




A dx Xk . 


u< 


The expression for df is of particular interest. 

4-7 Theorem. Iff: R" — R is differentiable, then 
df = Z>i/- dx l + • • . + Dnf - dx n . 


In classical notation y 


df = 




dx 


I dx 1 + • • • + 




Proof. df(p)(v p ) = Df(p)(v) = 2 乙 〆 .DAp) 

= 21 dx % (p)(v p ) Dif{p). I 

If we consider now a differentiable function /: R n —> R m we 
have a linear transformation Df(p ) : R n —> R m . Another 
minor modification therefore produces a linear transformation 
/* : R%—> R m /( P ) defined by 

f*(Vp) = (Df(p)(v))/ ip y 

This linear transformation induces a linear transformation 
/*： A*(R m /( P )) —► A k (R n p ). If w is a fc-form on R m we can 
therefore define a fc-form on R n by (/*w)(p) = f*Mf(p))). 
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Recall this means that if Vi, . . . f v k G R n P , then we have 
f*^(p)(v h . . . y v k ) = «(/(P))(/*W, . . . As an 

antidote to the abstractness of these definitions we present 
a theorem, summarizing the important properties of /*, which 
allows explicit calculations of f*o). 

4-8 Theorem* If f: H n R m is differentiable, then 

⑴ /•(心） = 

3 dx } 

(2) /*(«! + co 2 ) - f*(m) +/*(« 2 ). 

(3) f*(g • o>) = (g°f) */*«. 

(4) / ♦(a, A V ) ^ /*« A 

Proof 

⑴ r ㈣ ⑼⑹ = dx\f{ V )){Uv v ) 

= dx^fip))^^^ Djfip), . . . , ^ x v j - Z> ; •/ m (p)) /(p) 

= 2^〆 • Djfip) 

=Sy-i^Ap) W(p)(t； p ). 

The proofs of (2), (3), and ⑷ are left to the reader. | 

By repeatedly applying Theorem 4-8 we have, for example, 

f*(Pdx l A dx 2 + Qdx 2 A dx z ) = (Pof)[f*(dx l ) A f*(dx 2 )] 

+ (Q o/)[/*(rfx j ) a ndx z )i 

The expression obtained by expanding out e&chf*(dx i ) is quite 
complicated. (It is helpful to remember, however, that we 
have dx % A dx % = ( —l)rfx' A dx % = 0.) In one special case it 
will be worth our while to make an explicit evaluation. 


4-9 Theorem. Iff: R n R n is differentiable，then 
f*(hdx l A • • • A dx 11 ) = (hof)(detf) rfx 1 A • • • A dx n . 


Proof. Since 

f*(h dx 1 A ... A dx n ) = (h of)f*(dx l A . . * A dx n ), 
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f*(dx y A ... A dx 11 ) = (det f) dx 1 . A dx n . 


Let p E R n and let A = (a") be the matrix of 尸 (p). Here, 
and whenever convenient and not confusing, we shall omit 
u p 1f in dx 1 A • * * A dx n (p) f etc. Then 

f*(dx l A * • * A dx n )(€\y . . . ,c n ) 

— dx 1 A ■ • * A dx n (f*eiy . . . ， /* e n ) 





=dei(a t; ) - dx 1 八...八 dx n (e\ } . . . ,c„), 


by Theorem 4-6 . 隱 


An important construction associated with forms is a gen¬ 
eralization of the operator d which changes 0-forms into 
1-forms. If 


.,u A 


A dx Xk . 


<ik 


we define a (A: + l)-form du) 7 the differential of co ; by 
dw — ^ d(*)i x . i k A dx u A ■ • * A dx %k 

ZI< • ■ • <** 


D a (o) ii .n) - A dx^ 八.•.八 dx ik . 


<.ik a — 


4-W Theorem 

(1) d(<t) 4 - v) ~ dco -di). 

(2) If w is a k-form and -q is an l-form, then 


d(o) 八 ”）= d<i3 A t) ( — l) fc w A d-q. 

(3) d(do>) = 0. Briefly, d 1 = 0. 

(4) If w is a k-form on R m and f: R n —♦ R m is differentiable ， 
then f*(dw) = d(f*co). 
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Proof 

(1) Left to the reader. 

⑶ The formula is true if w = dx { \ 八 • • • A dx %h and 
17 = dx Jl A * * * A dx Jl , since all terms vanish. The 
formula is easily checked when o> is a 0-form. The gen¬ 
eral formula may be derived from ( 1 ) and these two 
observations. 

(3) Since 

n 

do) = $ $ . u)dx a A dx ix A ... A dx' k f 

<!<••• <ik o=»l 

we have 


rf(rfw) =2 W . ik)^ 

A dx^ A 


<*fc a =* 1 — 


A dx a 

• • • A dx %k . 


In this sum the terms 

. h)^ A dx a A dx il A • • ， A dx ik 

and 

. ik)dx a A dx^ A dx^ 八 • • • 八 dx ik 

cancel in pairs. 

(4) This is clear if w is a 0 -form. Suppose, inductively, that 
(4) is true when w is a 左 -form. It suffices to prove (4) for 
a (fc + l)-form of the type w A dx x . We have 

f*(d(o) A dx 1 )) = f*(du> A dx { + (一 l)*w A didx^) 

- f*(do) A dx { ) = f*(do)) A f*(dx { ) 

= d(f*uy A r(dxO) by (2) and (3) 

=A 办 0 ).歷 


A form w is called closed if d!a> = 0 and exact if a> = drj, for 
some 17 . Theorem 4-10 shows that every exact form is closed, 
and it is natural to ask whether, conversely, every closed form 
is exact. If w is the 1-form P dx + Q dy on R 2 , then 

do) — (D\P dx + D 2 P dy) A dx + (DiQ dx + dy) A dy 
=(Z>iQ — DzP)dx A dy. 
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Thus, if do> = 0, then D X Q = D 2 P. Problems 2-21 and 3-34 
show that there is a 0-form / such that w = rf/ = Z>i / dx + 
Difdy, If w is defined only on & subset of R 2 , however, such 
a function may not exist. The classical example is the form 




defined on R 2 — 0. This form is usually denoted dd (where 
$ is defined in Problem 3-41), since (Problem 4-21) it equals dd 
on the set { (x } y ) : x < 0, or x > 0 and y 〆 0}, where d is 
defined. Note, however, that ^ cannot be defined continuously 
on all of R 2 — 0. If w == d/ for some function /: R 2 ~ 0 —► R, 
then Dif == Did and Z> 2 / = Z> 2 0, so / = 0 + constant, show¬ 
ing that such an / cannot exist. 

Suppose that w = jw* dx 1 is a 1-form on R n and w happens 
to equal df = - dx { . We can clearly assume that 

/(0) — 0. As in Problem 2-35, we have 


/(z)= 



This suggests that in order to find /, given w, we consider the 
function /w, defined by 


/w(x)= II - dt. 

0 j = l 

Note that the definition of /w makes sense if cu is defined only 
on an open set ^4 C H n with the property that whenever 
x G A, the line segment from 0 to z is contained in A; such 
an open set is called star-shaped with respect to 0 (Figure 
4-3). A somewhat involved calculation shows that (on a 
star-shaped open set) we have w = d(Iu>) provided that w satis¬ 
fies the necessary condition do> = 0. The calculation, as well 
as the definition of Icj, may be generalized considerably : 
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FIGURE 4-3 


4-11 Theorem ^Poincare Lemma). If A d R n is an open 
set star-shaped with respect to 0, then every closed form on A 
is exact. 


Proof. We will define a function I from /-forms to (/ — 1)- 
forms (for each l) f such that 7(0) = 0 and w = /(rfco) -f c?(/w) 
for any form w. It follows that o> = rf(/o>) if do) = 0. Let 



，.八 dx'K 


Since A is star-shaped we can define 


7o>(x)= 


i 暴 

y (-1 广 _】（/ V- V 、， …. u(tx)dt) 

» * 1 o 

dx il A • ••八 dx ia 八，••八 dx ll > 


(The symbol 八 over dx Xa indicates that it is omitted.) The 
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proof that w = I(dcj) 4 - d(I^) is an elaborate computation: 
We have, using Problem 3-32， 

i 

V' / 

d(Ju)) = l * 


ti< • • ■ <it 0 


(/ 产、 ，…， u(^)dt) 

0 

dx li A * * • A dx l1 

l n 1 

J 2 2 ( - ..... u)(^)dt) 

zi< * • • <U a = i y = 1 o 

dx 3 A dx H A * • * A dx ia A ... A dx' 1 . 


(Explain why we have the factor t\ instead of f 一 We also 
have 

n 

do = Y, 2 . it ) • dx j A dx il 八. ••八 dx il . 

ti< • • • <ti ； = l 

Applying I to the (Z + l)-form rfw, we obtain 

n 1 

/( dw ) = Y, Y, (/ 心… ,*|)(^)^) ^ 

ii< ' - - <ti / = 1 0 

dx' 1 A . ， * A dx' 1 

2 (-l) a_1 ( / t l D^ u ， .… u)(tx)dt) x^ 

A dx tl . 


-1 


<il } = \ a = 1 0 

dx 3 A dx' 1 A 


-- A dx x<k A 
Adding, the triple sums cancel, and we obtain 




l 


d(/w) -f I(do)) 


ii < • • • <il 0 

n 1 


i-(j t i ~ i ^ •…， ^dt) 

dx li A • . • A dx il 

$(/ t l x j Dj (⑴“ . i t )(tx)dt) 

dx il A • • • A dx il 
d 


ii< ••- <t'i /=* 1 0 

1 

2 (/ j 【〜 . 


ii< • <ii 0 


dx Xl A • . • A dx lt 
w»,. ii dx 1 ' A • • • A dx il 


*><••• <« 


CO. 



I 


96 


Calculus on Manifolds 


Problems. 4-13. (a) If /: R m and g: R m -> R p t show that 

{g ❶ /)• ■ g* «/• and ❶ /)•=/* 。 〆. 

(b) 1( f t g : H n -+ R, show that d(f - g) = f • dg + g • df. 

4-14. Let c be a differentiable curve in R ”， that is, a differentiable func¬ 
tion c: [0,11 —► R n . Define the tangent vector v of c at f as 
c*((ei)t) = ((c”，(《), ... ⑴ . If/: R” — R w , show that 

the tangent vector to / « c at f is /#(«). 

4-15. Let /: R— R and define c: R R* by c(t) — Show 

that the end point of the tangent vector of c at i lies on the 
tangent line to the graph of/at 

4-16. Let c: [0,1] R n be a curve such that |c(()|»- lforalH. Show that 
c(0e(t) and the tangent vector to c at ( are perpendicular. 

4-17. If /: H n R n t define a vector field f by f(p) * f(p)p G RV 

(a) Show that every vector field F on R n is of the form f for 
some/. 

(b) Show that div f = trace f\ 

4-18. If /: R n —► R, define a vector field grad / by 

(grad/)(p) * D\f{p) • {e\) p + • • • + D n f(p) • (e n ) p » 

For obvious reasons we also write grad / * V/. If V/(p) - w pt 
prove that D*/(p) - <w,w) and conclude that Vf(p) is the direction 
in which / is changing fastest at p. 

4-19* If F is a vector field on R 8 , define the forms 

F l dx + f** 办 + F* dz t 
^ F l dy A dz F l dz A dx F l dx A dy. 


(a) Prove that 

* «ir»d/» 
rf(o»V) = «Jurl Ft 

- (div F) dx A dy A dz. 


(b) Use (a) to prove that 


curl grad / - 0, 
div curl F =* 0. 

(c) If F is a vector field on a star-shaped open set A and 
curl F - 0, show that F = grad / for some function /: 4 — R. 
Similarly, if div F = 0, show that F = curl G for some vector 
field G on A. 

4.20. Let /: C/ H n be a differentiable function with a differentiable 
inverse f— 1 : f(U)— R*. If every closed form on U is exact, show 
that the same is true for /((/). Hint: If » 0 and = dij, 
consider 
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de 


一 y 

x 2 + y 7 


dx 4- 


x 

x 1 + y t 


dy. 


GEOMETRIC PRELIMINARIES 


A singular n-cube in X C R ft is a continuous function c: 
[0,l] n —♦ ^ (here (0,l] n denotes the n-fold product [0,1] X . . • 
X [0,1]). We let R° and [0,1]° both denote {0}. A singular 
0-cube in 义 is then a function/: {0) —► ^4 or, what amounts to 
the same thing, a point in A. A singular 1-cube is often 
called a curve. A particularly simple, but particularly 
important example of a singular n-cube in R n is the standard 
n-cube I n : [0,1 ] n —♦ R n defined by I n (x) = x for x G [0,11". 

We shall need to consider formal sums of singular n-cubes in 
A multiplied by integers, that is, expressions like 


2ci + 3c2 — 4 c3, 

where a, C 2 , cz are singular n-cubes in A. Such a finite sum 
of singular n-cubes with integer coefficients is called an 
n-chain in A. In particular a singular n-cube c is also con¬ 
sidered as an n-chain 1 - c. It is clear how n-chains can be 
added, and multiplied by integers. For example 

2(C1 + 3C4) + ( —2)(C1 + C 3 + C2) 5=5 — 2C2 — 2 cj + 6C4. 

(A rigorous exposition of this formalism is presented in Prob¬ 
lem 4-22.) 

For each singular n-chain c in A we shall define an (n — 1)- 
chain in A called the boundary of c and denoted dc. The 
boundary of 7 2 , for example, might be defined as the sum of 
four singular 1-cubes arranged counterclockwise around the 
boundary of [0,1 ] 2 , as indicated in Figure 4-4(a). It is 
actually much more convenient to define dJ 2 as the sum, with 
the indicated coefficients, of the four singular 1-cubes shown 
in Figure 4-4(b). The precise definition of dl n requires some 
preliminary notions. For each i with 1 < i < n we define 
two singular (n - 1) - cubes /^ 0) and as follows. If 
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(a) 



FIGURE 4-4 



+ 1 


+ 1 
(b) 


x G [0,1]” 一 \ then 

= / n (x、. . • 

=(x 1 ,...〆—^O〆 ， • . . ,x n - l ) ; 

= I n (x\ ...〆—K • • • 广 1 ) 

=(X 1 ，. . • ,x n-1 ). 

We call /" tt0) the (i,0)-face of I n and 7" itl) the (t,l)-face 
(Figure 4-5). We then define 

n 

^ n = i 2 (n-〉. 

t * 1 « =»0,1 


For a general singular n-cube c: [0,l] n — ► -A we first define the 
(i,a)-face, 

C(i.a) = co (U 

and then define 


dc 




(一 1) 叫 


Finally we define the boundary of an n-chain XaiCi by 


d(Said) = Sajd(c t ). 

Although these few definitions suffice for all applications in 
this book, we include here the one standard property of d. 
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/(1.0) 厂 1.1> 作 0> 

(a) (b) 

FIGURE 4-5 

4-12 Theorem. If c is an n-chain in A f then d(dc) = 0. 
Briefly ， d 2 = Q. 

/Voq/. Let < < j and consider If x G [0,1 广一 2 , 

then, remembering the definition of the (j,j8)-face of a singular 
n-cube, we have 

(^ i , a ))( j , P )( x ) — ’?1»(’?厂石(:)） 

=. t X n ~ 2 ) 

= /"(a: 1 , . . . t x l ~\a f x\ . . . • . • ， x n_2 ). 

Similarly 

(’? w ))“,<0 = ’? 7 + 1 . 扔 ( 0 )(:)) 

=D+i, 的 (z 1 ， •.. 〆_>，/, • • • 〆 一 2 ) 

=^ n (^\ . - . ^~ 1 ^\ . . . . . . ， x n - 2 ). 

Thus (I( it a))(j,&) = (^? ； +i,fl))(».a) ^OT i < j. (It may help to 
verify this in Figure 4-5.) It follows easily for any singular 
n-cube c that (c (，- = (c (>+1 , 0) ) (l , a) when i < j. Now 

n 

d ( a c )= 占（2 $ (- i )‘+ a c (*.,。)） 

i = l a =* 0,1 

-1 2 2 l (- i ” 油.， 

t « 1 a - 0,1 ; = 1 ft = 0,1 
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In this sum and 的） “•《) occur with opposite 

signs. Therefore all terms cancel out in pairs and d(dc) * 0. 
Since the theorem is true for any singular n-cube, it is also 
true for singular n-chains. | 

It is natural to ask whether Theorem 4-12 has a converse: If 
dc * 0, is there a chain d in A such that c = dd? The answer 
depends on A and is generally “no.” For example, define 
c: [0,1] — ♦ R 2 — 0 by c(t) = (sin 2irnt t cos 2mt) 1 where n is 
a non-zero integer. Then c(l) = c(0), so dc — 0. But 
(Problem 4-26) there is no 2-chain c 9 in R 2 — 0, with dc’ - c. 


Problems. 4-22. Let § be the set of all singular n-cubes, and Z the 
integers. An n-chain is a function /: § —* Z such that /(c) =» 0 
for all but finitely many c. Define f g and by (/ + g)(c) _ 
/(c) 4 - and n/(c) = n -/(c). Show that f g and nf are 

n-chains if / and g are. If c G $, let c also denote the function / 
such that /(c) - 1 and /(c ; ) = 0 for c* ^ c. Show that every 
n-chain / can be written oicj + • . • + akCk for some integers 
ai, • . . ,aie and singular n-cubes c\ t . . . ,Ck. 

4-23. For R > 0 and nan integer, define the singular 1-cube CR , n ： [0,1] 

R* - 0 by CR, n (.t) = (A cos 2m(, R sin 2imt). Show that there 
is a singular 2-cube c ： [0,1]* 一 R* — 0 such that cx lt n — c« 2l n = dc. 

4-24. If c is a singular 1-cube in R 1 — 0 with c(0) = c(l), show that there 
is an integer n such that c _ Ci, n 麵 dc* for some 2-chain c a . 
Hint: First partition [0,1] so that each c([^-i,<il) is contained on 
one side of some line through 0. 


the fundamental theorem of cjlci/li/s 

The fact that d 2 - 0 and d 2 = 0, not to mention the typo¬ 
graphical similarity of d and d } suggests some connection 
between chains and forms. This connection is established by 
integrating forms over chains. Henceforth only differentiable 
singular n-cubes will be considered. 

If w is a A:-form on [0,1】*, then w = / dx l A * * 4 A dx k for 
a unique function /. We define 

f w = If. 


I0,l] k 


[o,ii fc 
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f /rfx 1 A • * * A rfx* = j /(x 1 , • • • f x k )dx l • - • dx k f 

one of the reasons for introducing the functions x\ 

If is a i-form on A and c is a singular i-cube in ^1, we define 




10 . 1 ]* 


Note, in particular, that 

J f dx l A • * * A dx k = j (/*)*(/ dx l A * * * A dx k ) 

I k [0,!J k 

=f /(x 1 , • • • y x k )dx l - - - dx k . 
(o,u fc 


A special definition must be made for k — 0. A 0-form w is 
a function; if c: {0j A is a singular 0-cube in A we define 

^ co = o>(c(0)). 


The integral of co over a A：-chain c = Za t Ci ^ defined by 


(!) 


w 


(0. 


Ci 


The integral of a 1-form over a 1-chain is often called a line 
integral. If P dx + Q dy is & 1-form on R 2 and c: [0,1】—R 2 
is a singular 1-cube (a curve), then one can (but we will not) 
prove that 

n 

f P dx + Q dy = \im ^ [c\ti) - c l (tt-i)] - P(c(^)) 

C 1*1 

+ [c 2 (“) — c 2 (m] • Q(c(t*)) 

where t 0f . . . is a partition of [0,1], the choice of V in 
i^*] is arbitrary, and the limit is taken over all partitions 



102 


Calculus on Manifolds 


as the maximum of \ti — G 一 i| goes to 0. The right side is 
often taken as a definition of J C P dx + Q dy. This is a natural 
definition to make，since these sums are very much like the 
sums appearing in th© definition of ordinary integrals. How¬ 
ever such an expression is almost impossible to work with and 
is quickly equated with an integral equivalent to J [b,i]C*(P dx 
+ Q dy). Analogous definitions for surface integrals, that 
is, integrals of 2-forms over singular 2-cubes, are even more 
complicated and di 伍 cult to use. This is one reason why we 
have avoided such an approach. The other reason is that the 
definition given here is the one that makes sense in the more 
general situations considered in Chapter 5. 

The relationship between forms, chains, d f and d is summed 
up in the neatest possible way by Stokes’ theorem, sometimes 
called the fundamental theorem of calculus in higher dimen¬ 
sions (if A： = 1 and c = 7 1 , it really is the fundamental theorem 
of calculus). 

4^13 Theorem (Stokes 9 Theorem), If o> is a (k — 1)- 
form on an open set 4 C R n ond cis a k-chain in A，then 



Proof. Suppose first that c = /* and w is a (左一 l)-form on 
[0,1]*. Then a) is the sum of (k - l)-forms of the type 

fdx 1 A * ■ * A dx x A ' * * A dx k f 

and it suffices to prove the theorem for each of these. This 
simply involves a computation : 

Note that 

j 八…八 P 八…八 dx k ) 

o l{ i ^ ^ 

= 'f f(x\ …， a, … … rfx* if j = i. 
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I fdx ] A ... A dx { A ... A dx k 




y y (_i) 汁 。 / /(,»*(/a - 


= 0,1 

= ( - 1)'^ 1 J /( 工 1， . . . ，1， . . * 

[O.Ufe 

+ ( - 1〉 1 / /( x S - - 

[O.m 

On the other hand, 
j d(f dx ] A • • • A dx { A • • • 

Ik 

=f Dif dx' A dx l A 
DJ. 


i x k )dx 1 

, 0 , … 


- A dx 1 

A * * * A dx h ) 
• • dx k 

,x k )dx l - - - dx k . 


A dx k ) 


• • • 


A dx 1 A 


A dx k 


(o t i)fc 

(—1 产 1 


[0,ll fc 


By Fubini’s theorem and the fundamental theorem of calculus 
(in one dimension) we have 


d(f dx 1 A 


-ir 


» « • 


A dx 1 A 

i 


• • • 


A dx k ) 


(/ Dif(x\ . . . f x k )dx^ dx 1 
o 


dx 1 * • - dx k 


(—O l 


i—1 


[/( 工 \ •，1 ， . • . ，？〉 


― f(x\ . • . ， 0, . . . yX^dx 1 ' ' • dx x ' ' • dx k 


j /(x 1 , . • . ,1, • • . ，^)^ 1 • ' ' dx k 

(o.ijfc 

+ (— 1)' j f(x l y . . . ,0, . . . ,x k )dx l - - - dx k . 
( 0 . 11 ^ 


Thus 
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If c is an arbitrary singular A>cube, working through the 
definitions will show that 


Therefore 




/ 




Finally, if c is a fc-chain we have 



w 





dc 


Stokes’ theorem shares three important attributes with 
many fully evolved major theorems: 

1. It is trivial. 

2. It is trivial because the terms appearing in it have been 
properly defined. 

3. It has significant consequences. 

Since this entire chapter was little more than a series of 
definitions which made the statement and proof of Stokes’ 
theorem possible, the reader should be willing to grant the 
first two of these attributes to Stokes’ theorem. The rest of 
the book is devoted to justifying the third. 

Problems, 4-25. (Independence of parameterization ). Let c be a 
singular A-cube and p: [0,1]* —* [0,1)* a 1-1 function such that 
p([0,l]*) =» [0,1)* and det p f (x) > 0 for x G [0,11*. If « is a 
fc-form, show that 



cop 


4-26. Show that Je*., d$ =» 2m, and use Stokes* theorem to conclude 
that CR, n ^ dc for any 2>chain c in R 2 — 0 (recall the definition of 
CR, n in Problem 4-23). 

4-27. Show that the integer n of Problem 4-24 is unique. This integer 
is called the winding number of c around 0. 

4-28. Recall that the set of complex numbers C is simply R 2 with 
(o,6) » o 4- bi. If ai, . . . ,a n £ C let /: C-* C be f(z ) - 
z n 4 - oi 2 n_I + . . . + On. Define the singular 1-cube crj ： 
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[0,11— C - 0 by CRJ =* f°cR,i f and the singular 2-cube c by 
c(8,t) = t ' C«,n(s) + (1 — t)cR ,/(s). 

(a) Show that dc * crj — cr, % , and that c([0,ll X [0,1)) C 
C — 0 if is large enough. 

(b) Using Problem 4-26, prove the Fundamental Theorem of 
Algebra: Every polynomial z n + a\z n ~ l + • • • + o n with a* G C 
has a root in C. 

4-29. If w is a 1-form / dx on [0,1) with /⑼ =f ⑴， show that there is 
a unique number X such that w — \ dx ^ dg for some function g 
with 穸 (0) = ^(1). Hint: Integrate w — \dz ^ dg on [0,1J to 
find X. 

4_30. If to is a 1-form on R 2 — 0 such that dw = 0, prove that 

u> = \ d6 dg 

for some X E R and g: R 2 — 0—» R. Hint: If 

cr . i *(«) = \r<U + d(ffR) t 

show that all numbers Xr have the same value 入 . 

4->31. If w 〆0, show that there is a chain c such that J e « #0. Use this 
fact, Stokes' theorem and d 2 = 0 to prove d 2 *■ 0. 

4-32. (a) Let ci, C 2 be singular 1-cubes in R 1 with ci(0) = ci(0) and ci(l) 
** C 2 (l). Show that there is a singular 2-cube c such that dc » 
ci — Ca + cj — C 4 , where cj and a are degenerate, that is, cj([ 0,1J) 
and c 4 ([0,l)) are points. Conclude that / C| w = / Cl « if w is exact. 
Give a counterexample on R 2 — 0 if « is merely closed. 

(b) If w is a 1 -form on a subset of R 2 and j Cl u> = J C| w for all ci, 
C 2 with cj(0) = C2(0> and ci(l) » C 2 (l), show that u> is exact. 
Hint: Consider Problems 2-21 and 3-34. 

4-33. (A first course in complex variables.) If /： C — C, define / to be 
differentiable at 2 o E C if the limit 

/ (2o) = lim - 

*-*«» 2 一 2o 

exists. (This quotient involves two complex numbers and this 
definition is completely different from the one in Chapter 2.) 
If / is differentiable at every point z in an open set A and f is 
continuous on A, then / is called analytic on A. 

(a) Show that f{z) = 2 is analytic and f(z) - 2 is not (where 

x iy = x ~ iy). Show that the sum, product, and quotient 
of analytic functions are analytic. 

(b) \i j — u -\~ iv is analytic on A, show that u and v satisfy 
the Cauchy-Riemann equations: 

du dv du — 

-— = — and — — - - 

dx dy dy dx 
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Hint: Use the fact that lim [f(z) — f(zo)]/(z — «o) must be the 

«—»K 

same for ? ■ 20 + (* + i. 0) and z = 2 。 + (0 + *•. y) with 
X y _> 0 . (The converse is also true, if u and v are continuously 
differentiable ； this is more difficult to prove.) 

(c) Let T: C C be a linear transformation (where C is con¬ 
sidered as a vector space over R). If the matrix of T with respect 


to the basis (l,t) is show that T is multiplication by a com- 


iex number if and only if o ™ d and b ^ —c. Part (b) shows that 
an analytic function /: C —> C, considered as a function /: R 2 —» 
R 2 , has a derivative Df(z Q ) which is multiplication by a complex 
number. What complex number is this? 


(d) Define 


d(« + trf) ** rfo 4* t dij, 


J « + *v 





(« 4- tv) A (9 4- 3,3 « A ® + A 4- A X), 


and 

dz ^ dx i dy. 

Show that d(f • dz) = 0 if and only if / satisfies the Cauchy- 
Riemann equations. 

(e) Prove the Cauchy Integral Theorem: If / is analytic on A, 
then fe/ds^O for every closed curve c (singular 1-cube with 
c(0) = c(l)) such that c - dc* for some 2-chain c' in A. 

(f) Show that if g(z) - l/z t then g • dz [or (\/z)dz in classical 
notation] equals i do + dh for some function h: C — 0— ♦ R. 
Conclude that j CMtn (l/n)dz = 

(g) If / is analytic on ( 2 : \z\ < 1), use the fact that g{z )= 
f(z)/z is analytic in { 2 : 0 < \z\ < 1) to show that 

Cl 卜 n 

if 0 < Ri, Rt < 1. Use (f) to evaluate lim Us.Ji z )/ z dz and 

0 

conclude: 

Cauchy Integral Formula: If / is analytic on \z: \z\ < 1| and 
c is a closed curve in \z ： 0 < \z\ < 1) with winding number n 
around 0, then 
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4-34. If F: [0, 1J 2 -^ R* and s G [0,1] define F s : [0,1] R 3 by F s (t )= 
F(s t t). If each F s is a closed curve, F is called a homotopy between 
the closed curve Fo and the closed curve Fi ， Suppose F and 0 are 
homotopies of closed curves; if for each s the closed curves F s and 
O s do not intersect, the pair (F t O) is called a homotopy between the 
nonintersecting closed curves Fo f Oo and F i, 0\. It is intuitively 
obvious that there is no such homotopy with F o, Oq the pair of 
curves shown in Figure 4-6 (a), and 0\ the pair of (b) or (c). 
The present problem, and Problem 5-33 prove this for (b) but the 
proof for (c) requires different techniques. 

(a) If /, g: [0,1] —» R 3 are nonintersecting closed curves define 
c f , g : [0,lp 一 R 3 - 0 by 

c/,g(u t v) = f{u) - g(v). 

If (F t G) is a homotopy of nonintersecting closed curves define 
Cf,g ： [0,1]*^ R 3 - 0 by 

CF.G(s t u,v) = C1? S .G S (W ， 0) = F{s t u) — G(S ，《 0. 

Show that 

dCp,G = CF 9 ,0 9 — CPj.Gj. 

(b) If w is a closed 2-form on R* — 0 show that 



CF t ,a 0 Cfpffj 
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manifolds 

If and V are open sets in R n , a differentiable function 
h: U V with a differentiable inverse h— 1 : V U will be 
called a difTeomorphism. (“Differentiable” henceforth 
means “(T ”.） 

A subset M of R n is called a ^c-dimensional manifold (in 
R n ) if for every point x ^ M the following condition is 
satisfied : 

(AT) There is an open set U containing x t an open set V C R n , 
and a diffeomorphism h: U — V such that 

h{ur\M) ^ v r\ (R* x (0)) 

=12/ E V ： . = y n ^ 0 }. 

In other words, U M is f “up to diffeomorphism,” simply 
R* X |0) (see Figure 5-1). The two extreme cases of our 
definition should be noted: a point in R n is a 0-dimensional 
manifold, and an open subset of R n is an n-dimensional 
manifold. 

One common example of an n-dimensional manifold is the 

i09 





two-dimen- 
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n-sphere S n y defined as jx G R n+1 ： |x| = 1}. We leave it 
as an exercise for the reader to prove that condition (M) is 
satisfied. If you are unwilling to trouble yourself with the 
details, you may instead use the following theorem, which 
provides many examples of manifolds (note that<S n = 殳 —HO), 
where g: R n+1 —^ R is defined by g{x) = |x| 2 — 1). 

5-1 Theorem. Let A C R n ^ open and let g: ^4 — R p 
be a differentiable function such that g r {z) has rank p whenever 
g(x) = 0. Then g~ l (0) is an (n — p)-dimensional manifold in 
R n . 

Proof. This follows immediately from Theorem 2-13. | 

There is an alternative characterization of manifolds which 
is very important. 

5-2 Theorem. A subset M of R n is a k-dimensional mani¬ 
fold if and only if for each point x ^ M the following “coordinate 
condition” is satisfied: 

(C) There is an open set U containing x, an open set W C R' 
and a 1-1 differentiable function f: W — R n such that 

(1) f(W) ; M r\U ， 

⑵ has rank k for each y ^ W, 

⑶ /(W^) —> W is continuous. 

[Such a function / is called a coordinate system around x 
(see Figure 5-2).] 

Proof. If M is a ^-dimensional manifold in R n ， choose 
h:\J ~^V satisfying (M). Let W = [a G : (a,0) G h(M)} 
and define /: R n by f(a) = h~\afi). Clearly f(W) = 

M C\ U and / 一 1 is continuous. If H: U K k is H(z) = 
(A ! (z)，• . • ， h k (z)) t then = y for all y G TF; there¬ 
fore • f r {y) = I and f(y) must have rank fc. 

Suppose, conversely, that/: TF R n satisfies condition (C). 
Let x = }{y). Assume that the matrix (Djf(y)) f I < i t j < k 
has a non-zero determinant. Define g: W X R n ~* —> R w by 
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FIGURE 5-2 


^(o,b) = /(o) + (0,6). Then det g'iafi) = det (Djf(a)) t so 
det g\yfi) ^ 0. By Theorem 2-11 there is an open set V ^ 
containing (yfi) and an open set VV containing g(y t 0) = x such 
that g: Vi Vi has a differentiable inverse h: VV— VV. 
Since 厂 1 is continuous, {/(a): (a,0) G VV} = "for 
some open set U. Let Vj =» V % C\ U and V\ = g 1 {V j). 
Then Vj r\ Af is exactly {/(o): (o,0) G V|J = {^(o,0): (o,0) 
G Vi}, so 

h(V t nilf) = g^ l (V t nM) - g-\[g(afi): (o,0) G V x \) 

= v x n (R k X {0}). I 

One consequence of the proof of Theorem 5-2 should be 
noted. If R n and /*： are two coordinate 
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systems, then 

/r lo /i ： fr l (Mw 2 )) ^ n k 

is differentiable with non-singular Jacobian. If fact, f^ 1 (y) 
consists of the first k components of h(y). 

The half-space H* C R* is defined as [x G R *： x k > 0). 
A subset M of R n is a 灸 -dimensional manifold-with- 
boundary (Figure 5-3) if for every point x ^ M either condi¬ 
tion (M) or the following condition is satisfied: 

(M f ) There is an open set U containing x t an open set 
V C H n , and a diffeomorphism h: U V such that 

h(U n M) = F n (H* X {0)) 

=\y G V: y k > 0 and y* +1 = • • • = y w * 0} 
and h(x) has A;th component = 0. 

It is important to note that conditions (M) and (M f ) 
cannot both hold for the same x. In fact, if hi ： JJ\ —► V\ and 
^ 2 * U 2 ^ V 2 satisfied (M) and (M , ) i respectively, then 
h” hi~ x would be a differentiable map that takes an open set 
in R' containing h(x), into a subset of H* which is not open in 
Since det Q 12 0 九 i _I )’ 〆 0, this contradicts Problem 
2-36. The set of all points x ^ M for which condition M f is 
satisfied is called the boundary of M and denoted dM. This 



(a) 

FIGURE 5-3. A 
with-boundary in R 3 . 


(b) 

one-dimensional and a two-dimensional manifold- 
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must not be confused with the boundary of a. set，as defined in 
Chapter 1 (see Problems 5-3 and 5-8). 

Problems. 5-1. If Af is a A-dimensional manifold-with-boundary, 
prove that dM is a (灸一 l)-dimensional manifold and Af — dM is 
a ifc-dimensional manifold. 

5*2. Find a counterexample to Theorem 5-2 if condition (3) is omitted. 
Hint: Wrap an open interval into a figure six. 

5 . 3 . ( a ) Let A C R n be an open set such that boundary A is an (n - 1)- 
dimensional manifold. Show that JV = A KJ boundary A is an 
n-dimensional manifold-with-boundary. (It is well to bear in mind 
the following example: if ^4 * {x E |x| <1 or 1 < |x| < 2 } 
then N - A KJ boundary il is a manifold-with-boundary, but 
dN 尹 boundary A.) 

(b) Prove a similar assertion for an open subset of an n*dimen- 
sional manifold. 

5 . 4 , Prove a partial converse of Theorem 5-1: If M C R n is a A-dimen- 

sional manifold and xEM, then there is an open set A C R n con- 
taining x and a differentiable function A k such that A C\ M 

= 0 —( 0 ) and g\y) has rank n - k when g(y) = 0 . 

5-5. Prove that a /^-dimensional (vector) subspace of R" is a ^-dimen¬ 
sional manifold. 



FIGURE 5-4 
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5-6. If /: R n -> R m , the graph of / is { (x f y) : y ^ f(x)\. Show that 
the graph of / is an n-dimensional manifold if and only if / is 
differentiable. 

5-7. Let K re ^ {«c G K n : x 1 = 0 and x 2 , • . . ,x n_1 > Oj. If A/ C K n 
is a A:-diinensional manifold and N is obtained by revolving M 
around the axis x l = ...» x n ~ x — 0, show that AT is a (A: + 1)- 
dimeTisional manifold. Example: the torus (F^jure 6-4). 

5-8. (a) If Af is a A:-dimensional manifold in K" and k < n, show that 
M has measure 0. 

(b) If M is a closed n-dimensional manifold-with-boundary in 
R n , show that the boundary of M is dM. Give a counterexample if 
M is not closed. 

(c) If Af is a compact n-dimensional manifold-with-boundary 
in R", show that M is Jordan-measurable. 

FIELDS AND FORMS O/V MANIFOLDS 

Let A/ be a A>dimensional manifold in R n and let /: TT —> R n 
be a coordinate system around x — f(a). Since /’(a) has rank 
k, the linear transformation /* : R fc a —+ R 11 * is 1-1, and /*(R fc tt ) 
is a ^-dimensional subspace of R n x . If F —> R n is another 
coordinate system, with x = g(b), then 

9^ k b) -Mr l ogMR k b ) -/*(R fc a ). 

Thus the fc-dimensional subspace /*(R fc a ) does not depend on 
the coordinate system /. This subspace is denoted M X) and 
is called the tangent space of M at a: (see Figure 5-5). In 
later sections we will use the fact that there is a natural inner 
product T x on M Xt induced by that on R n z : if v f w G M x define 
T x (v f w) = (v } w) x . 

Suppose that A is an open set containing M, and F is a differ¬ 
entiable vector field on A such that F(x) G for each 
x ^ M. If /: W R n is a coordinate system, there is a 
unique (differentiable) vector field G on W such that/*(G r (a))= 
F(f(a)) for each a ^ W. We can also consider a function F 
which merely assigns a vector F(x) G for each x G M; 
such a function is called a vector field on M. There is still 
a unique vector field G on W such that/*((7(a)) = F(/(a)) for 
a G we define F to be differentiable if G is differentiable. 
Note that our definition does not depend on the coordinate 
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system chosen: if g: F —> R 11 and g^(H(b)) = F(g(b)) for aU 
b ^ V, then the component functions of H{b) must equal the 
component functions of (7( 厂 \ 设 ⑻ ））,so // is differentiable 
if G is. 

Precisely the same considerations hold for forms. A func¬ 
tion a which assigns ta(x) G A p (ilf x ) for each x ^ M is called 
a p-form on M. If f: — ► R n is a coordinate system, then 
f*u) is a p-form on W\ we define u to be differentiable if f*ia is. 
A p-form w on M can be written as 



Here the functions o> (| . ,， are defined only on Af. The 

definition of dm given previously would make no sense here, 

since .,,) has no meaning. Nevertheless, there is a 

reasonable way of defining dw. 
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5-5 Theorem. There is a unique (p + l)-form dcj on M 
such that for every coordinate system f: W R n we have 

f*(dw) = d(f*co). 

Proof. If /: T7 — ► R n is a coordinate system with x = f(a) 
and vi f . . . ,v p +i G M Xi there are unique W\, . . . in 

R* c such that }*(wi) = Define dw{x)(v\ t . . . ,y p+ i)= 
c ^(/* w )( a )( ly i> - - - ， w p+i). One can check that this definition 
of dcj(x) does not depend on the coordinate system /， so that 
dd} is well-defined. Moreover, it is clear that do> has to be 
defined this way, so da> is unique. | 

It is often necessary to choose an orientation p x for each 
tangent space M x of a manifold M. Such choices are called 
consistent (Figure 5-6) provided that for every coordinate 



FIGURE 5-6, (a) Consistent and (b) inconsistent choices of orien¬ 

tations. 
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system /: IT — R w and a,6 £ W the relation 

t/*((«l)o), . ， / *((e*)o)] = M/(a) 

holds if and only if 

I/*((ei)6), . . . ， /*(( 办 ) 6 )1 = m/(6)- 

Suppose orientations n x have been chosen consistently. If 
/: IT —» R n is a coordinate system such that 

Lf*((«l )。)， • • • » /*((«*)«)] = M/(a) 

for one，and hence for every a W t then / is called orien¬ 
tation-preserving. If / is not orientation-preserving and 
T: R* ― > R* is a linear transformation with det T = 一 1, then 
f o T is orientation-preserving. Therefore there is an orienta¬ 
tion-preserving coordinate system around each point. If / and 
g are orientation-preserving and x = f(a) = g(b) f then the 
relation 

[/*((ei) a ), ， / *((e*)a)l = M* - 



FIGURE 5-7. The Mdbius strip, a non-orientable manifold. A 
basis begins at P t moves to the right and around, and comes back to P with 
the wrong orientation. 
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implies that 

W 1 0 /)* ( ⑹ a), … ，②一 1 °/)*((Q)a ) 卜 l(ei) bf . . . } (e k ) b ] f 

so that det ( 沒一 1 。/)' > 0, an important fact to remember. 

A manifold for which orientations y. x can be chosen con¬ 
sistently is called orientable, and a particular choice of the 
fx x is called an orientation /x of M. A manifold together with 
an orientation (j is called an oriented manifold. The classical 
example of a non-orientable manifold is the Mobius strip. 
A model can be made by gluing together the ends of a strip of 
paper which has been given a half twist (Figure 5-7). 

Our definitions of vector fields, forms, and orientations can 
be made for manifolds-with-boundary also. If M is a A:-dimen- 
sional manifold-with-boundary and x G dM] then (dM) x is 
a (A: — 1 )-dimensional subspace of the A:-dimensional vector 
space M x . Thus there are exactly two unit vectors in M x 
which are perpendicular to (dM) x ] they can be distinguished 
as follows (Figure 5-8). If/: TT — R n is a coordinate system 
with W C. H k and/(0) = x f then only one of these unit vectors 
is/*(i ； o) for some v 0 with v k < 0. This unit vector is called the 
outward unit normal n(x) ; it is not hard to check that this 
definition does not depend on the coordinate system /• 

Suppose that \i is an orientation of a /c-dimensional manifold- 
with-boundary M. If x G <9M, choose . . . } v k ^i G (dM) z 
so that [n(x), v if . . . ,v k _\) = ^ x . If it is also true that 
[n(x) f w h . . . yW k ^i] = Mx, then both [v u . . . y v k ^i] and 
[u ； i, . . . ,w k -\] are the same orientation for (dM) z . This 
orientation is denoted (dn) x . It is easy to see that the orienta¬ 
tions for x S dM f are consistent on dM. Thus if M is 

orientable, dM is also orientable, and an orientation n for M 
determines an orientation for dM t called the induced 
orientation. If we apply these definitions to with the 
usual orientation, we find that the induced orientation on 
R*— 1 = [x G H fc : x k = 0} is ( —l) fc times the usual orienta¬ 
tion. The reason for such a choice will become clear in the 
next section. 

If M is an oriented (n — l)-dimensional manifold in R n , a 
substitute for outward unit normal vectors can be defined, 
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VRE 5-8. 
y in R 3 . 


Some outward unit normal vectors of manifolds-with- 


even though M is not necessarily the boundary of an n-dimen- 
sional manifold. If [t ； i, . . . ,v n _i]= 卩 *, we choose n(x) in 
R n x so that n{x) is a unit vector perpendicular to M x and 
ln(x) t Vi f . . . ,v n -il is the usual orientation of R n *. We still 
call n(x) the outward unit normal to M (determined by n). 
The vectors n(x) vary continuously on Af ， in an obvious sense. 
Conversely, if a continuous family of unit normal vectors n(x) 
is defined on all of M ，then we can determine an orientation of 
M. This shows that such & continuous choice of normal 
vectors is impossible on the Mobius atrip. In the paper model 
of the Mobius strip the two sides of the paper (which has 
thickness) may be thought of as the end points of the unit 
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normal vectors in both directions. The impossibility of 
choosing normal vectors continuously is reflected by the 
famous property of the paper model. The paper model is 
one-sided (if you start to paint it on one side you end up 
painting it all over); in other words, choosing n(x) arbitrarily 
at one point, and then by the continuity requirement at other 
points, eventually forces the opposite choice for n(x) at the 
initial point. 

Problems. 5-9. Show that M x consists of the tangent vectors at t 
of curves c in M with c(t) = x. 

5-10. Suppose 6 is a collection of coordinate systems for M such that 
(1) For each x G A/ there is / G C which is a coordinate system 
around (2) if J t g G ©» then det (/ 一 1 0 穸 ) ’ > 0. Show that there 
is a unique orientation of M such that f is orientation-preserving 

if/e e. 

5-11. If M is an n-dimensional manifold-with-boundary in R n , define 
n x a-s the usual orientation of M x =* R n x (the orientation ^ so 
defined is the usual orientation of M). If x G dM, show that 
the two definitions of n{x) given above agree. 

5-12. (a) If F is a differentiable vector field on M C R n , show that 
there is an open set A Z) M and a differentiable vector field P 
on A with F(x) = F{x) for x G M. Hint: Do this locally and 
use partitions of unity. 

(b) If M is closed, show that we can choose A = R n . 

5-13. Let g: A R p be as in Theorem 5-1. 

(a) If x ^ M = 厂 1 (0 )， let h: U R n be the essentially unique 

diffeomorphism such that goh{y) » (y n ~ 9+1 , . . . t y n ) and 
尨 (0) = x. Define /: R n by f{a) = h(0,a). Show that /• 

is 1-1 so that the n - p vectors /*((c,)o), . . . ， / *((c n - P )o) are 
linearly independent. 

(b) Show that orientations n z can be defined consistently, so 
that M is orientable. 

(c) If p =« 1 , show that the components of the outward normal 
at x are some multiple of Dig(x), . . . ,D„g(x). 

5~14. If Af C H n is an orientable (n — 1 )-dimensional manifold, show 
that there is an open set A C R n and a differentiable g\ A R^o 
that M * g~ l (0) and g\x) has rank 1 for ar G M. Hint: Prob¬ 
lem 5-4 does this locally. Use the orientation to choose consistent 
local solutions and use partitions of unity. 

5-15. Let M be an (n — l)-dimensional manifold in R n . Let M(t) be 
the set of end points of normal vectors (in both directions) of 
length £ and suppose e is small enough so that M(t) is also an 
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(n - l)-dimensionaI manifold. Show that Af(e) is orientable 
(even if M is not). What is Af (e) if M is the Mobius strip? 

5-16. hetg:A~^ R p be as in Theorem 5-1. Iff: R n -» R is differentiable 
and the maximum (or minimum) of / on 分 — J (0) occurs at a, show 
that there are Xj, . . . ,X P G R, such that 

n 

(1) Djf(a) * Y, j = 1, . . . ,n. 

i-l 

Hint: This equation can be written df(a) « and is 

obvious if g(aO (x n_p+l ,...〆"). 

The maximum of / on ^ -1 (0) is sometimes called the maximum 
of / subject to the constraints g i = 0. One can attempt to 
find a by solving the system of equations (1). In particular, if 
g: A —♦ R, we most solve n + 1 equations 

Djf(a) « \Djg(a), 

g(a) = 0, 

in n + 1 unknowns a\ . . . ,o n ,X, which is often very simple 
if we leave the equation g(a) =0 for last. This is Lagrange's 
method, and the useful but irrelevant X is called a Lagrangian 
multiplier. The following problem gives a nice theoretical use 
for Lagrangian multipliers. 

5-17. (a) Let T\ R n -> R n be self-adjoint with matrix A = (a,y), so 
that a" = %••. If/(x) = (Tx,x) ^ Sa,〆〆，show that D k f(x) - 
2S" ml ajt ; x , . By considering the maximum of (Tx,x) on *S n_, 
show that there is a; G S n ~ l and X G R with Tx ■« \x. 

(b) If V - \y G R n ： (x,y) = 0|, show that T(V) C V and 
T: V V is self-adjoint. 

(c) Show that T has a basis of eigenvectors. 


STOKES 9 THEOREM ON MANIFOLDS 

If w is a p-form on a A;-dimensional manifold-with-boundary 
M and c is a singular p-cube in M, we define 



precisely as before; integrals over p-chains are also defined as 
before. In the case p — k it may happen that there is an 
open set W D [0,ll fc and a coordinate system/: W R n such 
that c(x) - f(x) for x G [0,\] k ; a A:-cube in M will always be 
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.八 dx k ) 

dx l A • * * A dx k 
• dx l A * * * A dx k } 


understood to be of this type. If M is oriented, the singular 
k-cube c is called orientation-preserving if / is. 

5-4 Theorem. If Ci ， C 2 : [0 y \\ k —* M are two orientation- 
preserving singular k-cubes in the oriented k-dimensional mani¬ 
fold M and co is a k-form on M such that w = 0 outside of 
c,([0,\] k ) c 2 ([0,\} k ), then 

j CO = j CO. 

Cl C% 

Proof. We have 

f 0 ) = f Ci*(w) == J {cj l o ci)*C 2 *(a)). 

n (0,l] fc [0,l)k 

(Here c^ 1 ° c\ is defined only on a subset of [0,1]* and the 
second equality depends on the fact that w = 0 outside of 
c i([0 ， lj fc ) ^ C2([0,l 广 )•） It therefore suffices to show that 

j (c^ 1 ° Ci)*C2*(w) = j C2*(w) = J CO. 

[0,1J 4 [0,ll fc c, 

If C 2 *(w) = f dx l A * * • A dx k and C 2 一 1 。 Ci is denoted by g’ 
then by Theorem 4-9 we have 


since det = det(C 2 — o ci)’ > 0. The result now follows 
from Theorem 3-13. | 

The last equation in this proof should help explain why we 
have had to be so careful about orientations. 

Let w be a ^-form on an oriented fc-dimensional manifold M. 
If there is an orientation-preserving singular fc-cube c m M such 
that co = 0 outside of c([0,l] fc ), we define 



Theorem 5-4 shows fjvf co does not depend on the choice of c. 


• /tff 
Aietde 


^ )) 

(/o 。 

* / / 

/V /— > 




2 

c 

/(V 
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Suppose now that a ； is an arbitrary fc-form on M. There is an 
open cover e of M such that for each U G 0 there is an orienta¬ 
tion-preserving singular fc-cube c with U C c([0,l]*). Let 中 be 
a partition of unity for M subordinate to this cover. We 
define 


^ J <P ' O) 

• G* M 


provided the sum converges as described in the discussion pre 
ceding Theorem 3-12 (this is certainly true if M is compact). 
An argument similar to that in Theorem 3-12 shows that Jm 
does not depend on the cover © or on 

All our definitions could have been given for a fc-dimeasional 
manifold-with-boundary M with orientation m. Let dM have 
the induced orientation d^. Let c be an orientation-preserv¬ 
ing fc-cube in M such that c(fc,。〉lies in dM and is the only face 
which has any interior points in dM. As the remarks after 
the definition of show, c (k ,o) is orientation-preserving if k is 
even, but not if /c is odd. Thus, if co is a (/c — l)-form on M 
which is 0 outside of c([0,l]*), we have 

/ « = ( w- 

c(M) dAf 

On the other hand, c^.o) appears with coefficient ( —1)* in dc. 
Therefore 


o; 




-1)* 




U). 


ac 


c(k.o) 


dM 


Our choice of d/i was made to eliminate any minus signs in this 
equation, and in the following theorem. 

5-5 Theorem (Stokes’ Theorem). If M is a compact 
oriented k-dimensional manifold-with-boundary and « is a 
(k — \yform on M, then 


dit) 


J O). 

dM 


(Here dM is given the induced orientation.) 

Proof. Suppose first that there is an orientation-preserving 
singular fc-cube in Af — dM such that « = 0 outside of 
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c([0,l]*). By Theorem 4-13 and the definition of rfo> we have 


dui = j c*(doj) = J d(c*ui) — J = J u). 

(o.ijfc 【 0,1】* a/* ac 


Then 


= J oi = 0 f 

M c dc 

since a ； = 0 on dc. On the other hand, /aAf « = 0 since o> = 0 
on dM. 

Suppose next that there is an orientation-preserving singular 
A:-cube in M such that c(fc. 0> is the only face in dM } and « = 0 
outside of c([0,l J) fc . Then 


j di*) = J d(i) = J U) = J 03. 

M c dc dM 


Now consider the general case. There is an open cover © 
of M and a partition of unity $ for M subordinate to 0 such 
that for each <p ^ ^ the form ^ 1 w is of one of the two sorts 
already considered. We have 


0 = rf(l) = d ^ ^ = 


d<p ， 


so that 






rfv? A « == 0. 




Since M is compact, this is a finite sum and we have 

^ J d<p A i>) = 0. 

Therefore 

j do) = ^ j <p • dw ~ ^ J d<p A oo + <p • do) 

= 2 J * «) = ^ f tp ' w 

M dM 


03. 


Problems. 5-18. If M is an n-dimensional manifold (or manifold- 
with-boundary) in R”，with the usual orientation, show that 
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j M fdx l A ... A d ： c n ，as defined in this section, is the same as 

J M f t as defined in Chapter 3. 

5-19. (a) Show that Theorem 5-5 is false if M is not compact. Hint: If 
M is a manifold-with-boundary for which 5-5 holds, then M - dM 
is also a manifold-with-boundary (with empty boundary). 

(b) Show that Theorem 5-5 holds for noncompact M provided 
that oj vanishes outside of a compact subset of M. 

5-20. If a) is a {k — l)-form on a compact A>dimensional manifold M, 
prove that Ja/ dw = 0. Give a counterexample if M is not 

compact. 

5-21. An absolute fc-tensor on F is a function jj ： V k H of the form 
| w | for w G A*(7). An absolute fc-form on M is a function ” 
such that ” Or) is an absolute fc-tensor on M x . Show that J Af n 
can be defined, even if M is not orientable. 

5 .22. If Afj C R n is an n-dimensional manifold-with-boundary and 
A/ 2 C. My — dM\ is an n-dimensional manifold-with-boundary, 
and are compact, prove that 



dM\ BMj 


where oj is an (n — 1)-form on Mi, and dM\ and dM 2 have the ori¬ 
entations induced by the usual orientations of M i and Hint: 

Find a manifold-with-boundary M such that dM = dM\\J dM 2 and 
such that the induced orientation on dM agrees with that for 
dM i on dM\ and is the negative of that for dM 2 on dM 2 . 

the volume element 

Let M be a ^-dimensional manifold (or manifold-with-bound- 
ary) in R n , with an orientation n ， If a: G then and the 
inner product T x we defined previously determine a volume 
element o>(x) G A fe (M z ). We therefore obtain a nowhere-zero 
fc-form w on M, which is called the volume element on M 
(determined by and denoted dV , even though it is not gen¬ 
erally the differential of a (fc - l)-form. The volume of M 
is defined as f M dV y provided this integral exists, which is 
certainly the case if M is compact. “Volume” is usually 
called length or surface area for one- and two-dimensional 
manifolds, and dV is denoted ds (the ^element of length ) or 
dA [or c^aS] (the “element of [surface] area”). 

A concrete case of interest to us is the volume element of an 
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oriented surface (two-dimensional manifold) M in R 3 . Let 
n(x) be the unit outward normal at x G M. If G A 2 (M X ) 
is defined by 

( V 

co(y,iy) = det I w 

\n{x) 

then w(v,w) = 1 if y and w are an orthonormal basis of M x with 
[v } w\ = fx x - Thus dA = o). On the other hand, u)(v f w) = 
(v X w, n(x)) by definition of v X w. Thus we have 

dA (v f w) = (v X n(x)). 

Since y X w; is a multiple of n(x) for v } w G M xt we conclude 
that 

dA(v f w) = |y X 

if lv f w] = fi x . If we wish to compute the area of M, we must 
evaluate J(o.ii* c* {dA) for orientation-preserving singular 
2-cubes c. Define 

E(a) ^ [IV ⑷ j 2 + [D lC 2 ⑷ j 2 + [D,c 3 (a)] 2 , 

F(a) = 7)/ ⑷ . DAa) 

+ D lC V) ■ Z) 2 c 2 ⑷ 

+ Dic z (a) - Z> 2 C 3 ⑷, 

G(a) = [D〆 ⑷] 2 + [Z) 2 c 2 ⑷ l 2 + fD 2 c 3 (a)l 2 . 

Then 

c * (rfi4)((€i) aj (e 2 ) a ) = rfi4(c*((ci) a ),c*((e 2 )a)) 

=|(Z>ic 1 (a),D]C 2 (a),Dic 3 (a)) X (Z^cVa) ， !) ％ 2 ⑷ , Z) 2 c 3 ⑷ )| 

= VE(a)G(a) - F(a) 2 

by Problem 4-9. Thus 

/ c* (dA) = f VEG - F\ 

(0,1] J [0.1 ]« 

Calculating surface area is clearly a foolhardy enterprise; 
fortunately one seldom needs to know the area of a surface. 
Moreover, there is a simple expression for dA which suffices for 
theoretical considerations. 
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—ay A az. 
=dz A dx. 
=(fa; A dy. 


Proof. 

Equation (1) is equivalent to the equation 

( v 

dA(v f w) = detI w 

\n(x) 

This is seen by expanding the determinant by minors along 
the bottom row. To prove the other equations, let z G R 3 *. 
Since v X w? — an(z) for some a G R# we have 

〈 2 ,n(x )〉• (v X n(x)) = ( 2 ,n(x))a = (z f otn(x)) = (z t v X w). 

Choosing 2 = ei ， 62 , and e s we obtain (2), (3), and (4). | 

A word of caution : if w G A 2 (R 3 tt ) is defined by 

co = n l (a) - dy(a) A dz(a) 

+ n 2 (a) • dz(a) A dx(a) 

+ n 3 (a) • dx ⑷ A dy(a), 

it is not true, for example, that 

n x (a) - « = dy(a) A dz(a). 

The two sides give the same result only when applied to 
v t w G M a . 

A few remarks should be made to justify the definition of 
length and surface area we have given. If c: [0,1] —♦ R n is 
differentiable and c([0,lj) is a one-dimensional manifold-with- 
boundary, it can be shown, but the proof is messy, that the 
length of c([0,lj) is indeed the least upper bound of the lengths 



5-6 Theorem. Let M be an oriented two-dimensional man- 
if old (or maniSold-wiih^oundary) in R 8 and let n be the unit 
outward normal. Then 

(1) dA = n 1 dy A dz + n 2 dz A dx + n 3 dx A dy. 
Moreover f on M we have 


j^A 
la la Ta 

12 3 

nnn 
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of inscribed broken lines. If c: [0,1] 2 —♦ R n , one naturally 
hopes that the area of c([0,l) 2 ) will be the least upper bound of 
the areas of surfaces made up of triangles whose vertices lie in 
c([0,l] 2 ). Amazingly enough, such a least upper bound is 
usually nonexistent — one can find inscribed polygonal surfaces 
arbitrarily close to c([0,l] 2 ) with arbitrarily large area! This 
is indicated for fl cylinder in Figure 5-9. Many definitions 
of surface area have been proposed, disagreeing with each 
other, but all agreeing with our definition for differentiable 
surfaces. For a discussion of these difficult questions the 
reader is referred to References [3] or [15]. 

Problems. 5-23. If A/ is an oriented one-dimensional manifold in 
R” and c: [0,11 一 M is orientation-preserving, show that 

f c*(ds) « f V((c 1 ) ， l 2 + . • • + ((c n )T 2 . 

10,11 to.i] 

5-24. If M is an n-dimensional manifold in R n , with the usual orienta¬ 
tion, show that dV — dx 1 八...八 dx n f so that the volume of 
M } as defined in this section, is the volume as defined in Chapter 3. 
(Note that this depends on the numerical factor in the definition of 
<o 八 

5-25. Generalize Theorem 5-6 to the case of an oriented (n — ^-dimen¬ 
sional manifold in R n . 

5-26. (a) If /: 【 a ，6 ] R is non-negative and the graph of / in the 
xy-plane is revolved around the x-axis in R 3 to yield a surface M % 
show that the area of M is 

b 

I 2"a/i + (??■ 

a 

(b) Compute the area of S 2 . 

5-27. If T: R n —> R n is a norm preserving linear transformation and M 
is a A:-dimensional manifold in R n , show that M has the same 
volume as T(M). 

5-28. (a) If M is a A:-dimensionaI manifold, show that an absolute 
jb-tensor \dV\ can be defined, even if M is not orientable, so that 
the volume of M can be defined as jAf\dV\. 

(b) If c ： [0,2t] X ( - 1,1)— R 3 is defined by c(u,v) = 

(2 cos u + v sin(u/2)cos w, 2 sin m 十 v sin(u/2) sin w, v cos u/2), 
show that c([0,2irl X (-1,1)) is a Mobius strip and find its area. 
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5-29. If there is a nowhere-zero Morm on a fc-dimensional manifold M, 
show that M is orientable. 

5-30. (a) If/: (0,1] — R is differentiable and c: (0,1] R 2 is define d by 
c(x) = (xj(x)), show that c([0,l]) has length V1 + (/T 2 - 

(b) Show that this length is the least upper bound of lengths of 
inscribed broken lines. Hint: If 0 — io < < . • • < =* 1, 

then 


\c(u) — c(f»_i)| == y/(u - U-i ) 2 -f (f(u) — ) 2 

= V(u - u~i) 2 + r(8<) 2 (ti -u-i) 2 

for some s, G 

5-31. Consider the 2-form « defined on R 8 — 0 by 


x dy A d 2 + y dz A dx z dx A dy 
(x 2 + y 2 + # 


(a) Show that o> is closed. 

(b) Show that 


^(p)(v P ,w p )= 


(v X w, p) 


For r > 0 let S 2 (r) = \x G R 8 ： |x| = rj. Show that w restricted 
to the tangent space of S 2 (r) is 1/r 2 times the volume element, 
and that /s * ⑺ w = 4t. Conclude that«is not exact. Neverthe¬ 
less we denote w by d0 since, as we shall see, dQ is the analogue of 
the 1-form rfd on R 2 — 0. 


(c) If v p is a tangent vector such that t ； = Xp for some X 6 R 
show that dO(p)(v p ,Wp) = 0 for all w p . If a two-dimensional 
manifold M in R 8 is part of a generalized cone, that is, M 
is the union of segments of rays through the origin, show that 

J Af rf0 - 0. 

(d) Let Af C R 3 — 0 be a compact two-dimensional manifold, 

with-boundary such that every ray through 0 intersects M at most 
once (Figure 5-10). The union of those rays through 0 which 
intersect M, is a solid cone C(M). The solid angle subtended by M 
is defined as the area of C(M) r\ S 2 , or equivalently as 1 /r 2 times 
the area of C(M) r\ S 2 (r) for r > 0. Prove that the solid angle 
subtended by M is |J m Hint: Choose r small enough so 

that there is a three-dimensional manifold-with-boundary N (as in 
Figure 5-10) such that dN is the union of M and C(M) r\ S 2 (r), 
and a part of a generalized cone. (Actually, N will be a manifold- 
with-corners; see the remarks at the end of the next section.) 
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(b) If r(u,v) = |/(w) — 卩 (u)| show that 


O 0 

where 

/ (f l Y(u) (f 2 nu) \ 

A (u f v) « det I (fir 1 ) , (v) (g 2 Y(v) (〆)»). 

V/Hw) ~ g l (v) ^(u) - g 2 (v) / 3 (u) - g 3 (v)/ 


(c) Show that ~ 0 if / and g both lie in the zy-plane. 

The curves of Figure 4-5 (b) are given by f(u) ** (cos u, sin u, 0) 
and g(v) = (1 + cos v, 0, sin v). You may easily convince 
yourself that calculating l(f,g) by the above integral is hopeless in 
this case. The following problem shows how to find l(f,g) without 
explicit calculations. 

5-33. (a) If (a t b,c) G R 3 define 


dO(a.b.c) 


(z — a)dy 八 dz + (y — b)dz A + (z — c)dx A dy 
\{x — a) 2 + (y — b) 2 + (2 — c) 2 ]^ 


If 财 is a compact two-dimensional manifoki-with-boundary in 
R 3 and (a,6,c) ^ M define 


il(a,b,c) = J de {a ,b.c)- 

M 

Let (a,b,c) be a point on the same side of Af as the outward normal 
and (a »’）a point on the opposite side. Show that by choosing 
(a ， 6 ， c) sufficiently close to (a’ ， 6’,c’）we can make 12(a,6,c) — 
i2(o / ,6 , ,c , ) as close to — 4 t as desired. Hint: First show that if 

M = dN th en = -4xfor (a,b,c) G W — Af and il{a,b,c) = 

0 for (o,6,c) % N, 

(b) Suppose /([0,1]) ― dM for some compact oriented two- 
dimensional manifold-with-boundary M. (If/ does not intersect 
itself such an M always exists, even if/is knotted, see [6], page 138.) 
Suppose that whenever g intersects M a.t x the tangent vector v of 
g is not in M x . Let n + be the number of intersections where v 
points in the same direction as the outward normal and n~ the 
number of other intersections. If n = n+ — n 一 show that 
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…、 f (y — b)dz 一 （z - c)dy 
Diil(a,b,c) ^ / -- 

/ 

D2^l(a,b,c )= 

/ 

r ^, ，、 /* (工一 a)dy — (y — b)dx 

DMaM = / - — 3 - ， 

/ 

where r(x t y,z) = \(x,y t z)\. 

(d) Show that the integer n of (b) equals the integral of Prob¬ 
lem 5-32(b), and use this result to show that l(f,g) =* 1 if / and g 
are the curves of Figure 4>6 (b), while l(J,g) =■ 0 if / and g are the 
curves of Figure 4-6 (c). (These results were known to Gauss 
[7]. The proofs outlined here are from [4j pp. 409-411; see also 
[13], Volume 2, pp. 41-43.) 


/ {z — c)dx 一 （z — a)dz 


THE CLASSICAL THEOREMS 


We have now prepared all the machinery necessary to state and 
prove the classical "Stokes’ type” of theorems. We will 
indulge in a little bit of self-explanatory classical notation. 


5-7 Theorem {Green 9 s Theorem), Let M C.R 2 be a com¬ 
pact two-dimensional manifold-with-boundary• Suppose that 
a,0: M — R are differentiable. Then 



a dx + 0dy 


j (DiP — Dza)dx A dy 

M 


ffHh dy . 


M 


(Here M is given the usual orientation, and dM the induced 
orientation, also known as the counterclockwise orientation.) 

Proof, This is a very special case of Theorem 5-5, since 
d(a dx + pdy) = — D 2 a)dx A dy. | 
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5_8 Theorem (Divergence Theorem). Lei M d be a 
compact three-dimensional m an if old-with-boundary and n the 
unit outward normal on dM. Let F be a differentiable vector field 
on M. Then 


I divFdV= f (F } n) dA. 

M dM 

This equation is also written in terms of three differentiable func¬ 
tions a,0 } y: M R; 



^ ^ dV ^ f f (n l cx + n 2 0 + n^y) dS. 

dx dy dz/ JJ 


dM 


Proof. Define w on M by o) = F 1 dy A dz + F 2 dz A dx + 
F z dx A dy. Then do = div F dV. According to Theorem 
5-6, on dM we have 

n 1 dA = dy A dz, 
n 2 dA = dz A dx 1 
n z dA = dx A dy. 

Therefore on dM we have 

(F,n) dA — F l n x dA + F 2 n 2 dA + F 3 /i 3 dA 

=F 1 dy A dz + F 2 dz A dx + F z dx A dy 

= OJ. 

Thus, by Theorem 5-5 we have 

/ div/ 7 dV = J dco = J 03 ~ j (F, n) dA. | 

M M dM dM 

5-9 Theorem (Stokes 9 Theorem). Let M C R 3 a com- 
pdct oriented two-dimensional manifold-with-boundary and n the 
outward normal on M determined by the orientation of M. 
Let dM have the induced orientation. Let T be the vector field on 
with ds(T) — 1 and let F be a differentiable vector field in 
an open set containing M. Then 


〈(▽ X F) t n) dA = (F ， T) ds. 
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This equation is sometimes written 

J adx + fidy + y dz - 

M 

Proof. Define w on M by « = F l dx + F 2 dy F 3 dz. 
Since V X F has components D 2 F 3 — D^F 2 f D^F 1 — D\F z y 
D\F 2 — D%F l 1 it follows, as in the proof of Theorem 5-8, that 
on M we have 

((V X F) t n)dA = (Z) 2 F 3 — D z F 2 )dy A dz 

+ (D z F l - DiF z )dz A dx 

+ (DiF 2 - D 2 F l )dx A dy 

= do). 

On the other hand, since ds{T) = 1, on dM we have 

T l ds = dx y 
T 2 ds = dy t 
T z ds = dz. 

(These equations may be checked by applying both sides to 
T Xi for x G dM ，since T x is a basis for (dM) x .) 


Therefore on dM we have 

(F t T)d8 = F l T l ds + F 2 T 2 ds + F Z T Z ds 
=F l dx + F 2 dy -i- F z dz 
=(*>. 


Thus, by Theorem 5-5, we have 

J ((V X F),n) dA - J dco = J « = j (F t T) ds. 


Theorems 5-8 and 5-9 are the basis for the names div F and 
curl F. If F(x) is the velocity vector of a fiuid at x (at some 
time) then JaM〈fdA is the amount of fiuid ‘‘diverging 
from M. Consequently the condition div F » 0 expresses 
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the fact that the fluid is incompressible. If M is a disc, then 
f dA f (F ， T) ds measures the amount that the fiuid curls around 
the center of the disc. If this is zero for all discs, then V X F 
= 0, and the fiuid is called irrolalional. 

These interpretations of div F and curl F are due to Maxwell 
[13]. Maxwell actually worked with the negative of div F } 
which he accordingly called the convergence. For V X F 
Maxwell proposed “with great diffidence” the terminology 
rotation of F; this unfortunate term suggested the abbreviation 
rot F which one occasionally still sees. 

The classical theorems of this section are usually stated in 
somewhat greater generality than they are here. For exam¬ 
ple, Green’s Theorem is true for a square, and the Divergence 
Theorem is true for a cube. These two particular facts can 
be proved by approximating the square or cube by manifolds- 
with-boundary. A thorough generalization of the theorems of 
this section requires the concept of manifolds-with-comers; 
these are subsets of R n which are, up to diffeomorphism, 
locally a portion of R k which is bounded by pieces of (k 一 l)- 
planes. The ambitious reader will find it a challenging exer¬ 
cise to define manifolds-with-corners rigorously and to 
investigate how the results of this entire chapter may be 
generalized. 

Problems. 5-34. Generalize the divergence theorem to the case of 
an n-manifold with boundary in R n . 

5-35. Applying the generalized divergence theorem to the set M = 
[x G |x| < a} and F{x) = x Xt find the volume of S n ~ l = 
[x E R n ： l^| = 1} in terms of the n-dimensional volume of B n = 
[x G R n * |a:| < 1}. (This volume is T rt/2 /(n/2)! if n is even and 
2 («+i)/ 2 t (»-i)/ 2 /1 . n if n i s odd.) 

5-36. Define F on R 3 by F{x) * (0,0,cx 3 )* and let M be a compact 
three-dimensional manifold-with-boundary with M C \x'. x 3 < 
0}. The vector field F may be thought of as the downward pres¬ 
sure of a fiuid of density c in [x: x 3 < 0}. Since a fiuid exerts 
equal pressures in all directions, we define the buoyant force on M, 
due to the fiuid, as — JdA/ (F,n) dA. Prove the following theorem. 
Theorem (Archimedes). The buoyant force on M is equal to the 
weight of the fiuid displaced by M. 
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Analytic function, 105 
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Archimedes, 137 
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element of, 126 
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Continuous function, 12 
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Convergence, 137 
Coordinate condition, 111 
Coordinate system, 111 
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Counterclockwise orientation, 134 
Cover, 7 

Cross product, 84 
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singular, 97 
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Curl, 88, 137 
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differentiable, 96 
C*, 26 
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partial, 25 

higher-order (mixed), 26 
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Differentiable function, 15, 16, 
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Differential, 91 
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Fubini’s Theorem, 58 
Function, 11 
analytic, 105 
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composition of, 11 
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continuous, 12 

continuously differentiable, 31 
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Half-space, 113 
Heine-Borel Theorem, 7 
Homogeneous function, 34 
Homotopy, 108 
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Implicit Function Theorem, 41 
Implicitly defined function, 41 
Incompressible fluid, 137 
Independence of parameteriza¬ 
tion, 104 

Induced orientation, 119 
Inequality, see Triangle inequality 
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preserving, 4 
usual, 77, 87 
Integrable function, 48 
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lower, 58 

of a form on a manifold, 
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over a set, 55 
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surface, 102 

upper, 58 

Integral Formula, Cauchy, 106 
Integral Theorem, Cauchy, 106 
Interior of a set, 7 
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Inverse Function Theorem, 35 
Irrotational fluid, 137 
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Lagrange's method, 122 
Lagrangian multiplier, 122 
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Line integral, 101 
Linking number, 132 
Liouville, 74 
Lower integral, 58 
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Manifold, 109 

Manifold-with-boundary, 113 
Manifold-with-corners, 131, 137 
Mathematician (old style), 74 
Matrix, 1 
Jacobian, 17 
transpose of, 23, 83 
Maxima, 26-27 
Measure zero, 50 
Minima, 26-27 
Mobius strip, 119, 120, 130 
Multilinear function, 23, 75 
Multiplier, see Lagrangian multi¬ 
plier 

Norm, 1 

Norm preserving, 4 

Normal, see Outward unit normal 

Notation, 3, 44, 89 

One-one (1-1) function, 11 
One-sided surface, 121 
Open cover, 7 
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Open set, 5 

Orientable manifold, 119 
Orientation, 82, 119 

consistent choices of, 117 
counterclockwise, 134 
induced, 119 
usual, 83, 87, 121 
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Orientation-preserving, 118, 123 
Oriented manifold, 119 
Orthogonal vectors, 5 
Orthonormal basis, 77 
Oscillation, 13 

Outward unit normal, 119, 120 

Parameterization, independence of, 
104 

Partial derivative, 25 
higher-order (mixed), 26 
second-order (mixed), 26 
Partition 

of a closed interval, 46 
of a closed rectangle, 46 
of unity, 63 
Perpendicular, 5 
Plane, 1 

Poincare Lemma, 94 
Point, 1 

Polar coordinate system, 73 
Polarization identity, 5 
Positive definiteness, 3, 77 
Product, see Cross product, Inner 
product, Tensor product, 
Wedge product 
Projection function, 11 

Rectangle (closed or open), 5 
Refine a partition, 47 
Rotation of F, 137 

Sard’s Theorem, 72 
Self-adjoint, 85 
Sign of a permutation, 78 
Singular n-cube, 97 
Solid angle, 131 
Space, 1 

see also Dual space, Euclidean 
space, Half-space, Tangent 
space 
Sphere, 111 
Standard n-cube, 97 
Star-shaped, 93 


Stokes’ Theorem, 102, 124, 135 
Subordinate, 63 
Subrectangles of a partition, 46 
Surface, 127 
Surface area, 126, 127 
Surface integral, 102 
Symmetric, 2, 77 

Tangent space, 86, 115 
Tangent vector, 96 
Tensor, 75 , 

absolute, 126 
alternating, 78 
Tensor product, 75 
Torus, 115 

Transpose of a matrix, 23, 83 
Triangle inequality, 4 

Unit outward normal, 119, 120 
Upper integral, 58 
Upper sum, 47 

Usual, see Basis, Inner product, 
Orientation 

Variable 

change of, 67 - 72 
complex, see Complex variables 
function of n, 11 i 
independent of the first, 18 
independent of the second, 17 
Vector, 1 
tangent, 96 
Vector field, 87 
continuous, 87 
differentiable, 87 
on a manifold, 115 
continuous, 87 
differentiable, 115 
Vector-valued function, 11 
Volume, 47, 56, 126 
Volume element, 83, 126 

Wedge product, 79 
Winding number, 104 



Addenda 


1. It should be remarked after Theorem 2-11 (the Inverse 
Function Theorem) that the formula for 厂 1 allows us to con¬ 
clude that 厂 1 is actually continuously differentiable (and that 
it is C"* if / is). Indeed, it suffices to note that the entries of 
the inverse of a matrix A are C* functions of the entries 
of A. This follows from ‘‘Cramer’s Rule ’’： (A -1 )^ = 
(det A")/(det A), where A iJ is the matrix obtained from A 
by deleting row i and column j. 

2. The proof of the first part of Theorem 3-8 can be simpli¬ 
fied considerably, rendering Lemma 3-7 unnecessary. It 
suffices to cover B by the interiors of closed rectangles ( 7 , with 
2:^(",) < s, and to choose for each a: G A — B a closed 
rectangle V x , containing x in its interior, with M Vs (f) — 
m vAf) < £ - If every subrectangle of a partition P is con¬ 
tained in one of some finite collection of UiS and V x r s which 
cover A, and \ f(x)\ < M for all x in A, then U (/, P) — L(f, P) 
< sy(A) + 2Afe. 

The proof of the converse part contains an error, since 
M s (f) — m s (f) > l/n is guaranteed only if the interior of S 
intersects B lln . To compensate for this it suffices to cover the 
boundaries of all subrectangles of P with a finite collection of 
rectangles with total volume < e. These, together with g, 
cover Bii nf and have total volume < 2e. 
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Addenda 


3. The argument in the first part of Theorem 3-14 (Sard’s 
Theorem) requires a little amplification. If (/ C A is a closed 
rectangle with sides of length l, then, because U is compact, 
there is an integer N with the following property: if U is 
divided into N n rectangles, with sides of length l/N f then 
\Djg l (w) — Dy〆 ⑻ I < e/n 2 whenever w and z are both in one 
such rectangle S. Given x G 5, let }{z) = Dg(x){z) - g{z). 
Then, if« E S, 

1^/(2)I = \I>jQ\x) ~ Djg^z)] < e/n 2 . 

So by Lemma 2-10, if x f y £ §, then 

- x) - g(y) + ^(x)| = \f(y) - f(x)\ < e|x - y\ 

< e Vn (l/N). 

4. Finally, the notation A*(F) appearing in this book is 
incorrect, since it conflicts with the standard definition of 
A*(r) (as a certain quotient of the tensor algebra of V). For 
the vector space in question (which is naturally isomorphic to 
A*(V*) for finite dimensional vector spaces V) the notation 
Q fc (y) is probably on the way to becoming standard. This 
substitution should be made on pages 78 - 85, 88—89, 116, and 
126-128. 



